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제 1 장

수학적 모델링-모래시계

과학, 기술, 산업등현실에서해결해야할문제를수학적으로표현하는것을통칭하여수학적

모델링이라 한다. 현대에 들어와서는 생물, 의학, 공학을 포함한 거의 모든 고급기술 분야에

서 수학적 모델링의 중요성이 빨리 증가하고 있다. 수학적 모델링이 중요한 이유는 문제를 수

학적으로 기술함으로써 문제를 정량적으로 다룰 수 있으며, 또 컴퓨터를 이용하여 계산을 할

수있기때문이다.

주어진문제를수학적으로모델링하는방법은먼저그문제에들어있는변수들을찾아내고,

그 문제에 내재되어 있는 법칙을 이용하여 변수들 사이의 관계를 찾아내는 것이다. 변수들 사

이의 관계는 보통 변수들과 관련된 방정식의 형태로 표현되는데, 이 방정식을 풀어서 변수들

의값을구하면문제가해결된다.

그림 1.1: 모래시계

이 장에서는 모래시계를 설계하는 문제를 가지고 수학적으로 모델링하는 연습한다. 예를

들어 모래의 표면이 일정한 속력으로 내려가도록 모래시계의 모양을 설계하는 문제를 생각해
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보자. 수학적인 방법을 이용하지 않는다면 이 문제를 어떻게 다루어야 할까? 글쎄? 조금 난

감하다. 우리는다음두가지방법으로모래시계를설계하려고한다.

• 방법 1. 모래의표면이일정한속력으로내려가도록한다.

• 방법 2. 모래시계의구멍으로빠져나가는모래의양이일정하도록한다.

제 1.1 절 모래시계 설계

그림 1.1과 같이 모래시계를 설계하는 것이 이 절의 목적이다. 일상적으로 볼 수 있는 모래시

계가 그러하듯이 모래시계의 모양이 y축에 대한 회전체라고 가정하면, 모래시계를 설계한다

는 것은 함수 r = r(h)를 찾는 것이 된다. 여기서 r은 모래시계의 수평 표면(원)의 반지름이

고, h는표면의높이이다.

먼저 방법 1에 따라 모래시계를 설계해 보자. 모래의 표면이 일정한 속력으로 내려간다는

것을 어떻게 수학적으로 표현할 수 있을까? 표면의 높이 h는 시간에 따라 변화하므로 h =

h(t) 로 표현할 수 있고, 높이의 변화 속도는 h(t)의 도함수 h′(t)로 나타낼 수 있다. 그러므로

h가일정한속력으로변한다는것은

h′(t) = −β (β > 0 : 상수) (1.1)

로 나타낼 수 있다. 여기서 β 앞에 음부호를 붙인 까닭은 h가 시간에 따라 줄어들기 때문이

다. 그러므로모래시계설계의수학적문제를다음과같이표현할수있다.

수학적 문제: (1.1)을만족하도록함수 r = r(h)를정하라.

그러면 이 문제를 어떻게 풀 수 있을까? 많은 경우 어떤 자연적 현상을 수학적으로 모델링

하는 방법은 그 현상 속에 내재한 물리적 법칙, 특히 보존 법칙(질량 보존, 모멘텀 보존 등)에

기초한다. 여기서는 모래의 부피를 살펴보자. 시점 t에서 모래의 높이가 h(t)이므로, 그 부피

는

V (t) =

∫ h(t)

0

π r(y)2 dy

로 주어진다. 구멍의 면적을 A0, 시점 t에 구멍을 통해 모래가 빠져나가는 속력을 v0(t)라 하

면1, 구멍을 통해서 빠져나가는 모래의 양은 A0v0(t)가 되는데, 이 양이 모래의 부피의 변화

율(= V ′(t))과같으므로, 우리는

V ′(t) = −A0 v0(t)

를얻게된다. 미적분학에배운대로 V ′(t) = h′(t)πr(h(t))2이고, A0 = πr20 (r0는구멍의반지

름)이므로,

h′(t)r(h(t))2 = −r20v0(t) (1.2)

1여기서는구멍의모든지점에서속력이같다고가정하고있다.
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가성립한다. 이제 (1.1)을이용하면우리의첫번째방정식

βr(h)2 = r20v0 (1.3)

을얻는다.

방정식 (1.3)는 알 수 없는 양 v0를 포함하고 있으므로, 이 식에서 v0를 제거할 필요가 있

다. 이를 위해 또 다른 물리법칙, 즉 베르누이 원리를 이용한다. 이상 유체(ideal fluid)에 대

한 베르누이 원리는 유체의 역학적 에너지의 합은 상수라는 것으로, 수식으로 표현하면 다음

과같다.

p+ ρ g h+
1

2
ρ v2 = 상수.

이 식에서 p는 압력, g는 중력가속도, h는 높이, ρ는 밀도, v는 속도를 나타내며, 식의 왼쪽에

서 두번째 항은 위치에너지, 세번째 항은 운동에너지를 나타낸다. 여기서 베르누이의 원리도

일종의에너지보존법칙이라는것을강조해도좋을것이다.

y 

 

 

그림 1.2: 모래시계

베르누이의 원리를 적용하면, 그림 1.2의 지점 A, B에서 역학적 에너지의 합이 같으므로,

식

p(A) + ρ g h(A) +
1

2
ρ v(A)2 = p(B) + ρ g h(B) +

1

2
ρ v(B)2

을 얻을 수 있다. 그런데, A와 B에서의 기압 p(A), p(B)는 공기압 pa로 같고, v(A) =

−h′(t) = β, v(B) = v0(t)이므로, 우리는두번째방정식

g h+
1

2
β2 =

1

2
v0(t)

2 (1.4)

을얻는다.

이제방정식 (1.3)와 (1.4)에서 v0(t)
2을소거하면쉽게

r = r0

(
1 +

2 g h

β2

) 1
4

(1.5)
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그림 1.3: 모래시계, r=0.2cm, β = 0.05(cm/s)

을 얻을 수 있다. 이제 구멍의 반지름 r0와 모래 표면이 내려가는 속력 β를 정해주면 모래시

계의 모양 r = r(h)을 유일하게 구할 수 있다. 호기심에서 r0 = 0.2(cm), β = 0.05(cm/s)일

때의모양을그려보면그림 1.3과같다.

이제 방법 2에 따라 모래시계의 모양을 구해보자. 구멍으로 빠져나가는 모래의 양이 일정

하다는것을수식으로는

A0 v0(t) = Q0 (1.6)

으로표현할수있다. 여기서 Q0는주어진상수이다. 그러면부피보존식 (1.2)로부터

h′(t) r2 = −Q0

π

를얻을수있으며, 베르누이의원리 (1.4)로부터

g h+
1

2
h′(t)2 =

1

2

(
Q0

A0

)2

를얻을수있다. 위두식에서 h′(t)를소거하면

r =

(
1

r40
− 2

(
π

Q0

)2

g h

)− 1
4

= r0

(
1− 2

(
πr20
Q0

)2

g h

)− 1
4

(1.7)

를얻는다.

연습문제 1.1 구멍에서 빠져나가는 모래의 양이 αh2가 되도록 모래시계를 설계하라. 여기서 α는 주어

진 상수이고 h 는 모래 표면의 높이이다.

연습문제 1.2 모래 표면이 일정한 속력으로 하강할 때, 모래가 다 빠져나가는데 걸리는 시간이 한 시간

이 되도록 하려면 모래의 양이 얼마나 되어야 하는가?

연습문제 1.3 질량이 M0이고 온도가 T0인 물이 담긴 용기에 온도가 Tin인 물을 시간 당 질량 q 만큼

붓고 있다. 시간 t에서의 질량을 M(t), 온도를 T (t) 라 할 때, 질량보존의 법칙과 열보존의 법칙을 이

용하여 다음 질문에 답하라. 단, 질량이 M이고 온도가 T인 물의 열은 M × T로 정의한다.
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(a) M(t)를 구하라.

(b) M(t)와 T (t)의 관계식을 구하라.

(c) T (t)를 구하고, 물의 최종온도 T∞ = lim
t→∞

T (t)를 구하라.

T(t)

0

T0

M(0) = 
T(0) =

Tinq

M(t)

M

마무리

이 장에서 물리적 법칙을 이용하여 어떤 현상을 수학적으로 모델링하는 방법에 대해, 모래시

계라는 간단한 예를 가지고 공부하였다. 즉 모래의 표면이 하강하는 속력이 일정하거나, 모래

시계구멍을통해빠져나가는모래의양이일정하다는현상을부피보존법칙과베르누이의원

리를이용하여수학적으로모델링하였다. 모든수학적모델링문제는비록모래시계의예보다

는복잡할지모르지만, 그모델링의기본원리는비슷하다.
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제 2 장

순위매기기와 최적화

현대세계에서 등급매기기(rating)과 그 등급 바탕으로 순위를 매기는 일(ranking)은 일상적으

로 이루어지고 있다. 웹페이지 순위, K리그의 축구팀 순위, 금주의 대중가요 순위, 대학 순위

등 순위매기기의 예는 무수히 많은데, 대표적으로 구글은 웹페이지의 등급을 매기는 PageR-

ank 시스템을 만들어 세계적인 기업으로 성장하였다. 이러한 순위 중에는 비교적 가볍게 받

아들일 수 있는 것도 있지만, 국가 예산 집행 순위 등과 같이 우리들의 삶에 직접적인 영향을

미치는 것도 있다. 따라서 올바르게 등급을 매기는 것이 매우 중요해지고 있다. 이러한 필요

때문에수학적기법을이용하여등급을매기는알고리즘들이많이개발되었는데, 이장에서는

최적화방법을이용하는간단한방법인매씨(Massey) 방법에대해서공부한다.

한국여자배구리그에 속한 팀을 예로 하여 순위매기기의 수학적 모델을 살펴보기로 하자.

여자배구리그를 선택한 이유는 리그에 속한 팀의 수가 적기 때문이다. 이 장에서 공부할 순위

매기는 방법은 축구리그, 야구리그, 농구리그 등에도 적용할 수 있다. 한국여자배구리그에는

GS 칼텍스, KGC 인삼공사, 도로공사, IBK 기업은행, 흥국생명, 현대건설 등 총 여섯 팀이

속해있다. 표 2.1는여자배구 NH농협 2011-2012 V-리그제 1라운드기록인데, 이것을이용

하여각팀의순위를매기는방법에대해서공부한다.

제 2.1 절 등급매기기의 수학적 모델

각 팀에 등급을 부여하는 원리는 각 팀에 부여된 등급과 팀 간의 경기 결과 사이의 관계를 설

정하고, 이 관계에 따라 데이터로서 주어진 경기 결과들이 나오도록 각 팀에 등급을 부여하는

것이다. 그러므로 등급매기기에서 중요한 일은 등급과 경기 결과 사이의 올바른 관계를 설정

하는 것과 주어진 데이터가 나오도록 하는 등급을 구하는 알고리즘을 만들어내는 것이다. 등

급과경기결과사이의관계를설정하는방법은운동경기, 예산편성등주어진상황에따라다

7
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표 2.1: NH농협 2011-2012 V-리그(여자부) 제 1 라운드 기록. 출처: 한국배구연맹,

www.kovo.ac.kr

GS KGC 도로 IBK 흥국 현대

GS 0-3 3-1 3-1 3-2 3-1

KGC 3-0 2-3 1-3 2-3 1-3

도로 1-3 3-2 2-3 3-1 3-2

IBK 1-3 3-1 3-2 0-3 3-1

흥국 2-3 3-2 1-3 3-0 3-1

현대 1-3 3-1 2-3 1-3 1-3

르고, 운동경기에서도 배구, 축구 등 종목에 따라 달라질 수 있다. 사실 이 관계를 설정하는

방법에 따라 등급를 매기는 방법이 달라지며, 많은 등급매기기 방법이 제안된 바 있다. 이 장

에서는그중비교적단순한매씨(Massey)의방법에대해서공부한다.

ri를 i번째팀의등급, bk를 i번째팀과 j번째팀간의경기에서 i번째팀이얻은점수와 j번

째 팀이 얻은 점수의 차이라고 하면, 매씨의 방법은 각 팀의 등급와 경기 결과 사이의 관계를

다음과같이설정한다.

ri − rj = bk. (2.1)

즉, 매씨의 방법은 i번째 팀의 등급과 j번째 팀의 등급의 차이가 i번째 팀의 점수와 j 번째 팀

의 점수의 차이가 되도록 각 팀의 등급을 정하는 것이다. 문제는 경기의 수가 팀의 수보다 일

반적을 훨씬 많아 이러한 관계를 정확히 만족하도록 등급을 부여할 수 없다는 점이다. 이런

경우어떻게해야할까?

표 2.1에있는순서로여자배구팀의순서를정하면, r1은 GS 칼텍스의점수, r2는 KGC 인

삼공사의 점수 등이 된다. 표 2.1를 관계식 (2.1)에 따라 첫 줄부터 순서대로 나타내면 다음과

같이된다.

r1 − r2 = 3

r1 − r3 = −2

...

r5 − r6 = 2.

이식은총 15개인데, 그것은전체경기수를나타낸다. 예를들어, 첫번째식은 GS가 KGC에

3점 차이로 이겼다는 것을 나타내며, 마지막 식은 현대캐피탈이 흥국생명에 2점 차이로 이겼

다는 것을 나타낸다. 이 연립방정식을 풀어 r1, . . . , r6을 구하면, 그것이 우리가 구하는 각 팀
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의등급이된다. 다시강조할점은일반적으로경기의수가팀의수보다훨씬많으므로, 이연

립방정식에는 방정식의 수(경기의 수)가 미지수의 수(팀의 수)보다 많아 이 연립방정식은 해

가없을수도있다는것이다.

위연립방정식을행렬을써서나타내면
1 −1 0 0 0 0

1 0 −1 0 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 1 −1




r1

r2
...

r6

 =


−3

2
...

2


가되는데, 이를간단히

Ar = b (2.2)

로 쓰면, A는 15 × 6 행렬이고, r이 우리가 구하고자 하는 등급을 나타내는 6 × 1 행렬(벡터)

이며, b는경기결과데이터를나타내는 15× 1 행렬(벡터)이다.

일반적으로 n개의팀이총 m번의경기를했다면, A는 m × n, r은 n × 1, b는 m × 1 행렬

이 된다. 방정식의 계수를 나타내는 행렬 A는 특별한 구조를 가지고 있다. 각 행에 나타나는

숫자의합은 0이고, 또대부분의항이 0이되는성긴행렬이다.

제 2.2 절 최적화: 최소제곱법

A가 m× n 행렬1이고 m > n 이면, 방정식 (2.2) 은일반적으로해를가지지않는다. 이경우

에방정식 (2.2)의해를어떻게정의할수있을까?

벡터 r이방정식 (2.2)의해라면

∥Ar− b∥ = 0

이된다. 여기서 ∥v∥는벡터 v의크기, 즉

∥v∥ = (v21 + . . . v2m)1/2

을 나타낸다. 이 사실을 자연스럽게 확장하여, (2.2)가 해를 가지지 않을 때에도 그 방정식

의 해를 ∥Ar − b∥2이 최소가 되는 r로 정의하는데, 이 해를 (2.2)의 최소제곱해(least square

solution)라하고, 이렇게해를구하는방법을최소제곱법(least square method)이라한다. 다

시말하여 r∗가 (2.2)의최소제곱해이면, 모든벡터 r에대하여부등식

∥Ar∗ − b∥ ≤ ∥Ar− b∥

1이절에서다루는내용은일반적인 m× n 행렬에대하여성립한다.
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가성립한다. 즉, 최소제곱해란 ∥Ar− b∥가최소가되는인수(argument)인데, 기호로

r∗ = argminr ∥Ar− b∥2 (2.3)

로표시한다.

이제 최소제곱해를 구하는 방법을 알아보자. r∗를 (2.2)의 최소제곱해라 하고, r을 임의의

n-벡터라하자. 그러면, 임의의실수 t 에대해

∥A(r∗ + tr)− b∥2 − ∥Ar∗ − b∥2 ≥ 0 (2.4)

이성립한다. 그런데,

∥A(r∗ + tr)− b∥2 − ∥Ar∗ − b∥2 = t2∥Ar∥2 + 2t(Ar∗ − b) ·Ar

이므로, 부등식 (2.4)이모든실수 t에대해서성립하려면

(Ar∗ − b) ·Ar = 0

이되어야한다. 즉,

AT (Ar∗ − b) · r = 0

성립해야한다2. 이러한성질이모든벡터 r 에대해서성립하므로, r = AT (Ar∗ − b) 를대입

하면

ATAr∗ = ATb (2.5)

가성립해야하는데, 이방정식을 (2.2)의표준방정식(normal equation)이라부른다.

결론적으로 (2.2)의최소제곱해를구하려면방정식 (2.5)을풀면된다. 일반적으로 (ATA)T =

ATA이므로, 표준방정식에서 ATA는 대칭행렬이며, 크기는 n × n이다. 한 가지 강조할 점은

행렬 ATA도가역이아닐수있다는점이다.

연습문제 2.1 표준방정식 (2.5)의 해는 방정식 (2.2)의 최소제곱해가 된다는 것을 증명하라.

연습문제 2.2 (i) 방정식 
1 0

2 1

0 2


[
r1

r2

]
=


0

0

1


은 해가 없음을 보여라.

(ii) 위 방정식의 최소제곱해를 구하라.

2여기서는 a · Ab = AT a · b라는 사실을 사용하고 있는데, 이것은 행렬의 곱과 내적의 정의를 이용하여 쉽게 증

명할수있다.
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제 2.3 절 등급매기기: 매씨의 방법

이제 2.1절에서다룬행렬 A에대하여최소제곱법을적용해보자. 이경우행렬 ATA의각항

은 특별한 의미를 가진다. ATA = (cij)라 두면, cii는 A의 i번째 열을 자신과 내적을 취한 것

이므로 i번째 팀이 시합한 총 경기수이다. 같은 방법으로 cij(i ̸= j) 는 i번째 팀과 j번째 팀

이 시합한 경기수에 음부호를 붙인 것임을 알 수 있다. 이로 부터 ATA의 각 열에 있는 항들

을 다 더하면 0이 된다는 것을 알 수 있다. 또, (2.5)의 오른쪽에 있는 벡터 ATb도 특별한 의

미를지니고있다. 이벡터의 i번째항은 i번째팀이시합한경기의점수차의합이된다. 그러

므로벡터 ATb의각항을모두더하면 0이된다.

이제여자배구리그의예에서는표준방정식이

5 −1 −1 −1 −1 −1

−1 5 −1 −1 −1 −1

−1 −1 5 −1 −1 −1

−1 −1 −1 5 −1 −1

−1 −1 −1 −1 5 −1

−1 −1 −1 −1 −1 5





r1

r2

r3

r4

r5

r6


=



−4

3

−1

0

−3

5


(2.6)

이된다는것을행렬의곱 ATA이나 ATb를계산하지않고도알수있다. 이방정식에나타난

행렬을 M이라 나타내자. 이 행렬은 흥미로운 구조를 가지고 있는데, 우선 각 열의 항들을 더

하면 모두 0이 된다는 것을 알 수 있다. 이것은 특별히 이 행렬이 가역행렬3이 아님을 의미한

다 (왜 그런가?). 따라서 일반적으로 방정식 Mr = p의 해가 존재하지 않을 수 있다. 하지만

(2.6)에서 p의 각 항을 더하면 0이 되는데, 이로 부터 (2.6)가 해를 가진다는 것을 알 수 있다.

이 사실은 선형대수학을 공부하면 쉽게 알 수 있는데, 여기서는 해를 구체적으로 구해 보기로

하자.

먼저, 임의의실수 c에대해

c =


c
...

c


라두면, Mc = 0을만족한다. 따라서 r이 Mr = p의해라면, r+ c도역시같은방정식의해

가된다는것을알수있다. 이것은각팀의등급에같은수를더해도역시해가된다, 즉등급

에는변화가없다는의미이다. 상수 c 를잘선택하면, 방정식의해 r이

r1 + r2 + . . .+ r6 = 0 (2.7)

3행렬 B에 대하여 B−1B = I(I는 단위행렬)를 만족하는 행렬 B−1를 B의 역행렬이라 하는데, 가역행렬이란

역행렬이존재하는행렬을일컫는다.
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을만족하도록할수있는데, 우리한이러한성질을만족하는해를구한다.

행렬 M에서마지막행과열을삭제한행렬을 M이라두자. 즉

M :=



5 −1 −1 −1 −1

−1 5 −1 −1 −1

−1 −1 5 −1 −1

−1 −1 −1 5 −1

−1 −1 −1 −1 5


.

이행렬 M는가역행렬이다4. 이제, 방정식

M



r1

r2

r3

r4

r5


=



−4

3

−1

0

−3


(2.8)

을풀어 r1, . . . , r5를구한다음, r6은조건 (2.7)을만족하도록 r6 = −(r1 + . . .+ r5)로정하면

된다. 방정식 (2.8)은 Matlab 등을이용하면쉽게풀수있는데, 그해는

r1 = −1.5, r2 = −0.3 · · · , r3 = −1, r4 = −0.83 · · · , r5 = −1.3 · · · , r6 = 5

이다. 이등급을가지고각팀의순위를매기면표 2.2와같이된다.

한편, 표 2.1에서팀들의순위를단순히승리한경기수를가지고순위를매기면

1.KGC인삼공사, 현대건설 (4승)

2.도로공사, 흥국생명, IBK기업은행 (2승)

3.GS칼텍스 (1승)

4선형대수학에서 나오는 행렬의 위수(rank) 개념을 이해하면 역행렬을 구하지 않고도 이 사실을 쉽게 알 수 있

다. 역행렬도쉽게구할수있는데,

M
−1

=
1

6



2 1 1 1 1

1 2 1 1 1

1 1 2 1 1

1 1 1 2 1

1 1 1 1 2


이다
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표 2.2: NH농협 2011-2012 V-리그(여자부)제 1 라운드순위 (매씨의방법)

순위 팀 등급

1 현대건설 5

2 KGC −0.3 · · ·
3 IBK −0.83 · · ·
4 도로공사 −1

5 흥국생명 −1.3 · · ·
6 GS −1.5

이되는반면, 얻은세트수와잃은세트수의차이로순위를매기면

1.현대건설 (5)

2.KGC인삼공사 (3)

3. IBK기업은행 (0)

4.도로공사 (−1)

5.흥국생명 (−3)

6.GS칼텍스 (−4)

가 된다. 따라서, 매씨의 방법으로 매긴 순위는 기본적으로 세트 득실로 매긴 순위와 같다는

것을알수있다.

여기서약간의의문이생긴다. 매씨방법에의한순위와세트득실에의한순위가같다면간

단히 세트득실로 순위를 매기면 되지 매씨 방법 같은 것을 적용할 이유가 없는게 아닌가? 여

자배구리그에서 매씨 방법에 의한 순위와 세트득실에 의한 순위가 같은 이유는 모든 팀이 서

로 다른 팀과 각각 한번씩 모두 다섯 팀과 경기를 했기 때문이다. 만약 각 팀별로 경기 수가

다르다면 세트득실로 순위를 매길 수 없는 반면, 매씨의 방법을 적용할 수 있다. 이것은 다음

연습문제에서확인하기바란다.

연습문제 2.3 표 2.3는 표 2.1에서 현대건설과 IBK의 경기 결과를 삭제한 것이다. 이 기록을 이용하

여 다음 질문에 답하라.

(i) 이 문제의 표준방정식을 구하라.

(ii) 팀 등급과 순위를 정하라.
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표 2.3: 표 2.1에서현대건설과 IBK의경기결과를삭제한기록

GS KGC 도로 IBK 흥국 현대

GS 0-3 3-1 3-1 3-2 3-1

KGC 3-0 2-3 1-3 2-3 1-3

도로 1-3 3-2 2-3 3-1 3-2

IBK 1-3 3-1 3-2 0-3

흥국 2-3 3-2 1-3 3-0 3-1

현대 1-3 3-1 2-3 1-3

마무리

이장에서여러집단의등급을정하고순위를매기는한가지방법인매씨의방법에대해알아

보았고, 그 과정에서 최소제곱법에 대해서 공부하였다. 매씨의 방법 이외에도 등급과 순위를

매기는 다양한 수학적 알고리즘이 개발되었는데, 이에 대해 더 알고 싶은 독자에게는 아주 흥

미로운책 [2, 3]를추천한다.



제 3 장

용수철계와 미분방정식

이 장에서는 몇 개의 물체가 용수철로 연결되어 있는 용수철계에 대하여 다룬다. 뉴턴의 제 2

법칙과 후크의 법칙, 그리고 힘의 균형 원리로부터 이 용수철계를 기술하는 미분방정식을 유

도하고, 이 미분방정식을 푸는 초보적인 방법에 대하여 공부한다. 미분방정식이 워낙 중요하

기때문에다음장에서미분방정식에대한논의를계속한다.

그림 3.1: 용수철계와힘의균형 (다시그려야할듯)

제 3.1 절 용수철계의 수학적 모델링

그림 3.1처럼 여러 개의 물체가 용수철으로 연결되어 있는 용수철계를 고려하자. 그림에서

u1 = u1(t), u2, u3는 물체 m1,m2,m3의 변위를 나타낸다. 변위 u(t)에 의하여 만들어지는

15
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가속도는 변위의 시간에 대한 2계 도함수, 즉 d2u
dt2이므로, 뉴턴의 제 2 법칙1에 따르면 물체

mj에작용하는힘은

Fj = mj
d2uj

dt2
, j = 1, 2, 3

이된다. 또, 후크의법칙2에따라, 힘의균형방정식은물체 m1에서는

F1 = −k1 u1 + k2 (u2 − u1) + k4 (u3 − u1)

이고, 다른두개에서도각각

F2 = −k2 (u2 − u1) + k3 (u3 − u2),

F3 = −k3 (u3 − u2)− k4 (u3 − u1)

이 된다. 따라서, 우리는 다음과 같은 연립미분방정식(system of differential equations)을 얻

게된다.

m1
d2u1

dt2
= −(k1 + k2 + k4)u1 + k2 u2 + k4 u3,

m2
d2u2

dt2
= k2 u1 − (k2 + k3)u2 + k3 u3, (3.1)

m3
d2u3

dt2
= k4 u1 + k3 u2 − (k3 + k4)u3.

이것이그림 3.1에서묘사된용수철계를수학적으로나타내는연립미분방정식이다.

연립미분방정식 (3.1)을행렬을이용하여나타내면
m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3

 d2

dt2


u1

u2

u3

 =


−(k1 + k2 + k4) k2 k4

k2 −(k2 + k3) k3

k4 k3 −(k3 + k4)



u1

u2

u3

 (3.2)

이 된다. 위 식 등호의 오른쪽에 있는 3 × 3 행렬을 고체역학에서는 강성행렬(stiffness ma-

trix)이라 부르는데, 이것은 항상 대칭행렬이 된다. 이 식의 양변에


m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3

의 역행

렬즉,


1/m1 0 0

0 1/m2 0

0 0 1/m3

을곱하면, 방정식 (3.2)은

d2

dt2


u1

u2

u3

 = A


u1

u2

u3

 (3.3)

1힘=질량×가속도(F = ma)
2힘(용수철의복원력)=-탄성계수×변위 (F = −ku)
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의 꼴이 되는데, 강조할 사항은 A가 대칭행렬이라는 점이다. 이 장의 나머지 절에서는 이 연

립미분방정식 (3.3)을푸는방법에대하여공부한다.

제 3.2 절 고윳값과 대각화 방법

연립미분방정식 (3.3)에서행렬 A가대각행렬, 즉

A =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


로주어지면, 방정식 (3.2)는

d2

dt2


u1

u2

u3

 =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3



u1

u2

u3

 (3.4)

가되는데, 이미분방정식은쉽게풀수있다.

연립미분방정식 (3.4)을풀어서쓰면,

d2uj

dt2
= λjuj , j = 1, 2, 3

이된다. 그러므로, 일반적으로상수 λ에대하여미분방정식

d2u

dt2
= λu (3.5)

을살펴보면되는데, 이미분방정식의해가

u(t) =

C1e
√
λt + C2e

−
√
λt, λ > 0,

C1 sin
√
−λt+ C2 cos

√
−λt, λ < 0

(3.6)

이된다는것은쉽게확인할수있다. λ = 0일때에는해가

u(t) = C1 + C2t

가 된다. 여기서 C1, C2는 상수인데, 이 상수들은 초깃값이 주어지면 결정할 수 있다. 즉, 해

의초깃값이

u(0) = a, u′(0) = b, j = 1, 2, 3

으로주어지면, 이조건을만족하도록상수 C1과 C2를구할수있다.
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예제 3.1 간단한 예를 다루어 보자. 초깃값이[
u1(0)

u2(0)

]
=

[
0

1

]
,

[
u′
1(0)

u′
2(0)

]
=

[
1

0

]

으로 주어진 미분방정식

d2

dt2

[
u1

u2

]
=

[
1 0

0 −1

][
u1

u2

]
의 해를 구해 보자. 식 (3.6)에 의해 일반적인 해는

u1(t) = C1e
t + C2e

−t,

u2(t) = C3 sin t+ C4 cos t

이다. 이제 초기 조건을 이용하여 상수들을 구하면 C1 = 1/2, C2 = −1/2, C3 = 0, C4 = 1이므로, 구

하는 해는

u1(t) =
1

2
(et − e−t), u2(t) = cos t

이다.

행렬 A가대각행렬이아닌경우에는위에서설명한방법을바로적용할수없는데, 그까닭

은 (3.1)처럼 u1, u2, u3 가서로섞여서나타나기때문이다. 하지만 A가대칭행렬이므로, 이를

대각화하여위방법을적용할수있다. 이제부터대칭행렬의대각화3에대해서살펴본다.

고윳값과 고유벡터. A가 n× n 행렬일때,

Av = λv

를 만족하는 복소수 λ와 영이 아닌 벡터 v가 존재하면, λ를 A의 고윳값(eigenvalue), v를 고

유벡터(eigenvector)라한다.

대칭행렬 A에 대하여 다음과 같은 매우 중요한 사실이 성립하는데, 이 사실들의 증명은 보

통의선형대수학책에서찾아볼수있다.

• n× n 대칭행렬 A의고윳값은모두실수이다.

• A의 고윳값을 λ1, λ2, . . . , λn(모두 다르지 않을 수 있다)이라 하면, 이에 대응되는 고유

벡터 v1,v2, . . . ,vn가존재해서

vi · vj = δij , i, j = 1, 2, . . . , n (3.7)

을만족한다.

3대칭행렬의대각화는선형대수학에서가장중요한내용중의하나이다.
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여기서 vi · vj는 vi와 vj의 내적을 나타내고, δij는, i = j이면 δij = 1, i ̸= j 이면 δij = 0인

수를나타내는데, 크로네커(Kronecker)의델타라불린다.

대칭행렬의 대각화. A가 n× n 대칭행렬일때, λ1, λ2, . . . , λn을 A의고윳값, v1,v2, . . . ,vn를

그에 대응되면서 (3.7)를 만족하는 고유벡터라 하자. 행렬 Λ과 P를 다음과 같이 각각 정의한

다.

Λ :=


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn

 , P :=


vT
1

vT
2

...

vT
n

 (T는전치). (3.8)

즉, 행렬 P의정의에서각각의벡터 vT
j 는 P의 j번째행이된다.

위에서정의한행렬 P는아주특별한성질을갖는다. 행렬 P의전치행렬 PT는

PT =
[
v1 v2 · · · vn

]
가되므로,

PPT =


vT
1

vT
2

...

vT
n


[
v1 v2 · · · vn

]
=


v1 · v1 v1 · v2 · · · v1 · vn

v2 · v1 v2 · v2 · · · v2 · vn

...
...

. . .
...

vn · v1 vn · v2 · · · vn · vn


이된다. 이제 (3.7)에의해, PPT = I이되는데, 여기서 I는 n × n 단위행렬을가르킨다. 다

시말하면,

PT = P−1 (3.9)

가성립하는데, 이러한성질을만족하는행렬을직교행렬(orthogonal matrix)라고한다.

이제 APT가어떤모양인지살펴보자. 쉽게

APT =
[
Av1 Av2 · · · Avn

]
=
[
λ1v1 λ2v2 · · · λnvn

]
이된다는것을확인할수있다. 여기서 Avj와 λjvj는 APT의열(행이아니라)이다. 반면에,

PTΛ =
[
λ1v1 λ2v2 · · · λnvn

]
이되므로, 우리는

APT = PTΛ

을얻게된다. 이제등호의양쪽의오른쪽에 P를곱하면, (3.9)에의해

A = PTΛP

가성립한다. 정리하면다음정리를얻는다.
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정리 3.1 A가 대칭행렬이면, 대각행렬 Λ과 직교행렬 P가 존재하여,

A = PTΛP (3.10)

가 성립한다.

등식 (3.10)을 A의 대각화(diagonalization)이라 한다. 대각화에 쓰이는 대각행렬 Λ과 직

교행렬 P를 구하는 방법은 앞에서 설명한 대로 A의 고윳값과 고유벡터를 구하고, 식 (3.8)을

이용하는것이다.

행렬의 고윳값을 구하는 방법을 잠시 살펴볼 필요가 있겠다. λ가 행렬 A의 고윳값이면 영

이아닌벡터 v가존재해서

(λI −A)v = 0

을만족한다. 그러므로 λI −A가가역행렬이아니고, 따라서

det(λI −A) = 0 (3.11)

이 성립한다4. 이 방정식을 행렬 A의 특성방정식(characteristic equation) 이라 부르는데, 고

윳값을구하려면이방정식을풀면된다. 일단고윳값 λ를구하고나면방정식

Av = λv (3.12)

를풀어 v를구하면된다.

예제 3.2 행렬 A =

[
0 1

1 0

]
를 대각화 해보자. 이 행렬의 특성방정식은

(λI −A)v = λ2 − 1 = 0

이므로, A의 고윳값은 1과 −1이고, 이에 대응되는 고유벡터는 각각

[
1

1

]
와

[
1

−1

]
이다. 이 벡터의 크

기가 1이 되도록 조정하면,

Λ =

[
1 0

0 −1

]
, P =

[
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

]
에 대하여,

A = PTΛP

가 성립한다.

연습문제 3.1 행렬 A =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

를 대각화하라.

4여기서행렬 B가가역일필요충분조건이 detB ̸= 0이라는사실을이용하고있는데, 이사실은 보통의선형대수

학책에서찾아볼수있다.
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이제 대칭행렬의 대각화를 이용하여 미분방정식 (3.2)를 어떻게 풀 수 있는지 살펴보자.

u :=


u1

u2

u3

라두면, 미분방정식 (3.2)를

d2u

dt2
= Au (3.13)

로 쓸 수 있다. 강성행렬 S는 대칭이므로, S = PTΛP로 표현되는 대각행렬 Λ와 직교행렬

P가존재한다. 따라서미분방정식을

d2u

dt2
= PTΛPu

로 나타낼 수 있다. 행렬 P가 직교행렬, 즉 PT = P−1을 만족하므로, 이 식의 양변의 왼쪽에

P를곱하면
d2Pu

dt2
= ΛPu

가된다. 이제 w := Pu라두면, 방정식은

d2w

dt2
= Λw

가 되는데, Λ이 대각행렬이므로 앞에서 설명한 방법으로 이 방정식의 해 w를 구할 수 있다.

일단 w를구하면, u = PTw를이용하여 u를구할수있다.

예제 3.3 예제 3.2에서 주어진 행렬 A에 대하여 미분방정식 d2u
dt2

= Au의 해를 구해보자. w := Pu라

두면, w는

d2w

dt2
=

[
1 0

0 −1

]
w

만족하므로,

w(t) =

[
C1e

t + C2e
−t

C3 sin t+ C4 cos t

]
가 된다. 식 u = PTw를 이용하여 u를 구하면,

u(t) = (C1e
t + C2e

−t)

[
1√
2
1√
2

]
+ (C3 sin t+ C4 cos t)

[
1√
2

− 1√
2

]

가된다. 초기조건이 u(0) =

[
1

0

]
, u′(0) =

[
0

0

]
으로주어진다면, C1 = C2 = 1

2
√

2
, C3 = 0, C4 = 1√

2
가

되어, 해는

u(t) =
1

4
(et + e−t)

[
1

1

]
+

1

2
cos t

[
1

−1

]
가 된다.
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연습문제 3.2 연습문제 3.1에서 다룬 행렬 A에 대하여 미분방정식 d2u
dt2

= Au의 해를 구하라. 단, 초

기조건은 u(0) =


1

0

0

, u′(0) =


0

0

0

이다.

연습문제 3.3 그림 3.2과 같이 질량이 1인 두 개의 물체가 탄성계수가 같은 세 개의 용수철로 고정된

벽에 연결되어 있는 용수철계를 고려하자.

(i) 물체의 변위를 u1과 u2로 나타낼 때, u1과 u2가 만족하는 미분방정식을 구하고, 이 미분방정식

의 해를 구하라.

(ii) 초기조건이 u(0) =

[
1

0

]
, u′(0) =

[
0

0

]
일 때 해를 구하라.

그림 3.2: 용수철계 (다시그려야할듯)

마무리

이장에서는스프링계를수학적으로나타내는연립상미분방정식을유도하고, 이방정식을해

결하는 한 가지 방법으로 대칭행렬의 대각화에 대하여 공부하였다. 미분방정식은 자연현상,

사회현상, 기술등을수학적으로나타낼때많이등장하는중요한것이므로, 다음장에서도미

분방정식에대한논의를조금더진행해나가기로하자.
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많은 자연현상이 미분방정식으로 기술되기 때문에 미분방정식을 이해하고 해결하는 방법에

대한 탐구가 수학의 중요한 분야로 자리잡고 있다. 파동현상을 기술하는 파동방정식(wave

equation), 열의 확산을 기술하는 열방정식(heat equation), 유체의 운동을 기술하는 나비어-

스톡방정식(Navier-Stokes equation), 전자기현상을기술하는맥스웰방정식(Maxwell equa-

tion) 등수많은미분방정식에대한수학적연구가활발히진행되고있다. 대부분의미분방정

식의해를수식으로나타내는것이불가능하기때문에인류는미분방정식의해를컴퓨터를이

용해서 수치적으로 구하는 방법도 발전시켜 왔다. 특히 현대에 들어와 과학적 계산 방법의 발

전으로미분방정식의수치적해결은수학은물론이고자연과학, 공학, 기술등의거의모든분

야에서중요한위치를차지하고있다.

제 3 장에서 스프링계를 기술하는 미분방정식과 그것을 푸는 간단한 방법에 대하여 살펴보

았다. 이 장에서는 미분방정식에 대한 이해를 높이기 위해서 초보적인 논의를 계속한다. 또

미분방정식을수치적으로해결하는방법의기초에대해서도살펴본다.

제 4.1 절 1계 미분방정식의 의미

미분방정식은 함수의 1계 혹은 고계 도함수가 포함되어 있는 방정식을 통칭하는데, 포함되어

있는 도함수의 최고 계수를 그 미분방정식의 계수(order)라 한다. 1계 미분방정식은 따라서

1계도함수만포함된방정식을말하는데, 일반적으로

du

dx
= f(x, u) (4.1)

로 나타낼 수 있다. 여기서 f는 주어진 함수이고, 미분방정식을 푼다는 것은 이 방정식을 만

족하는 해 u = u(x)를 구하는 것이다. 잠시 방정식의 해의 의미를 살펴보도록 하자. 함수

23
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그림 4.1: 미분방정식의 해

u(x)의 도함수 du
dx가 접선의 기울기를 나타내므로, 방정식의 해 u(x)를 구한다는 것은 그림

4.1와같이접선의기울기가주어진함수 f(x, u)와같아지는곡선을찾는것과같다.

이러한 미분방정식이 어떻게 만들어지는지를 한 가지 예를 가지고 살펴보자. 우리나라 서

해의 해류도를 그리는 일을 생각해 보자. 그림 4.2의 오른쪽 그림이 얻고자하는 해류도이다.

이 해류도를 그리려면 우선 유속계 같은 것을 이용하여 서해의 각 지점에서 해류의 속도를 측

정하여 그림의 왼쪽과 같은 것을 얻는데, 그림에 있는 벡터들이 해류의 속도를 표시한다. 미

적분학에서 이런 그림, 즉 평면의 각 점에 벡터가 대응되어 있는 함수를 벡터장(vector field)

라 부른다는 것을 배웠을 것이다. 그러면 각 점에서 이 속도를 접선벡터로 갖는 곡선1을 찾아

내면그것이바다물이움직이는경로, 즉해류가되어오른쪽그림을얻는다.

그림 4.2: 서해해류도. 왼쪽: 벡터장, 오른쪽: 적분곡선

측정된속도벡터장이 (v1(x, y), v2(x, y))라하자. 이벡터장의적분곡선을매개변수 t를이

용한 매개식 (x(t), y(t))로 나타내면, 이 곡선의 속도벡터는 (x′(t), y′(t))가 되므로, 다음과 같

은관계를만족해야한다.

x′(t) = v1(x(t), y(t)), y′(t) = v2(x(t), y(t)).

1이곡선을벡터장의적분곡선(integral curve)라부른다
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매개식으로표현된곡선이양함수 y = u(x)로표현된다면,

du

dx
=

y′(t)

x′(t)

이므로
du

dx
=

v2(x, u)

v1(x, u)

가 된다. 즉, (4.1) 형태의 미분방정식을 얻게 된다. 따라서 그림 4.2와 같은 해류도를 얻으려

면미분방정식을풀면된다.

한 가지 매우 중요한 사실을 언급하자. 그림 4.2에서 보면 적분곡선이 무수히 많다. 하지

만 그림에 나타나 있듯이 특정한 점 (x0, u0)을 지나는 적분곡선은 단 하나이다. 방정식의 해

y = u(x)가 (x0, u0)을 지난다는 것은 u(x0) = u0을 만족한다는 뜻이다. 방정식과 이 조건을

같이쓰면 
du

dx
= f(x, u),

u(x0) = u0

(4.2)

이 되는데, 이러한 문제를 미분방정식의 초깃값문제라 부른다. 그림 4.2처럼 (x0, u0)을 지나

는 적분곡선이 단 하나라는 것은 이 초깃값 문제의 해가 유일하다는 것을 의미한다. 서해의

한지점 (x0, u0)에병을하나띄우면그병은초기값문제의해를따라떠내려갈것이다.

미분방정식의 초깃값문제의 해가 존재하고 유일하다는 것은 항상 성립하는 것은 아니지만,

함수 f(x, u)에 약간의 조건을 가하면 성립한다. 이것의 증명은 대부분의 기초적인 상미분방

정식책에서찾아볼수있는데, 예를들어 []를참고하라.

제 4.2 절 1계 미분방정식의 해법

이절에서는초깃값문제 (4.2)의해를구하는방법에대하여알아본다. 미분방정식을

du = f(x, u) dx

와같이쓰면, 양쪽을적분해서

u(x) =

∫
f(x, u) dx

로 해를 구하면 된다고 생각할지 모르겠다. 이러한 생각은 f(x, u)가 u에 의존하지 않는다면,

즉 f(x, u) = f(x)라면통한다. 예를들어 f(x, u) = x2이라면,방정식의해는 u(x) = 1
3x

3+C

(C는 상수)가 된다. 하지만 일반적으로 f(x, u)가 u에 의존하는 경우에는 특수한 몇 가지 경

우를제외하고
∫
f(x, u) dx 의의미가불분명할뿐아니라, 그의미가분명한경우에도적분을

해석적으로 구할 수 없다2. 이 장에서는 f(x, u)가 특수한 형태, 즉, 변수분리형일 때와 u에

대해선형일때, (4.2)의해를구하는방법에대하여공부한다.

2뭔가를해석적으로구한다는것은수식으로나타낸다는의미이다.
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4.2.1 변수분리방법

변수 x의함수 X(x)와 u의함수 U(u)가존재하여 f(x, u)가

f(x, u) = X(x)U(u)

로표현되는경우를고려한다. 이경우미분방정식은

du

dx
= X(x)U(u)

가되는데, u 변수는 u 변수끼리, x 변수는 x 변수끼리모으면,

1

U(u)
du = X(x)dx

가된다. 이제양쪽을적분하면, ∫
1

U(u)
du =

∫
X(x)dx (4.3)

이고, 이 식을 풀면 방정식의 해를 구할 수 있다. 이러한 방법을 변수분리(separation of vari-

ables)방법이라한다.

예제 4.1 초깃값문제 
du

dx
= u(1− u),

u(0) =
1

2

의 해를 구해보자. 주어진 미분방정식을 변수분리하여 적어 보면,

1

u(1− u)
du = 1 dx

가 되고, 이를 적분하면, ∫
1

u(1− u)
du =

∫
1 dx

가 된다. 적분을 계산하여

log
u

1− u
= x+ C

를 얻는다. 여기서 C는 적분상수이다. 이를 정리하면

u(x) =
eC ex

1 + eC ex

가 되는데, eC = A라 두면, 미분방정식의 해는

u(x) =
1

1 +Ae−x

가 된다는 것을 알 수 있다. 여기서 A는 상수이다. 이제 초기조건을 이용하면

1

2
= u(0) =

1

1 +A
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가 되어, A = 1이고 초깃값문제의 해는

u(x) =
1

1 + e−x

이다.

연습문제 4.1 초깃값 문제
du

dx
= u2, u(0) = 1

의 해를 구하라.

4.2.2 선형 1계 미분방정식

함수 f(x, u)가 u에대해선형이라는뜻은모든 u, v에대하여 f(x, u+v) = f(x, u)+f(x, v)가

성립한다는것이다. 이러한조건을만족하려면함수 p(x), q(x) 가존재하여 f(x, u)가

f(x, u) = − p(x)u+ q(x)

의형태가되어야한다. 이때, 미분방정식은

u′(x) = − p(x)u(x) + q(x),

즉

u′(x) + p(x)u(x) = q(x) (4.4)

가된다. 이제이러한미분방정식을어떻게풀수있는지살펴보자.

함수 M(x)가식
M ′(x)

M(x)
= p(x) (4.5)

를 만족한다고 하자. 위 식을 만족하는 함수 M(x)를 이 미분방정식의 적분인자(integrating

factor)라부르는데, 이것은쉽게구할수있다.

(logM(x))′ =
M ′(x)

M(x)
= p(x)

이므로,

logM(x) =

∫
p(x) dx,

즉,

M(x) = e
∫
p(x) dx (4.6)

이다.

적분인자 M(x)를방정식 (4.4)의양변에곱하면,

(M(x)u)′ = M(x)u′ +M ′(x)u(x) = q(x)M(x)
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가되는데, 이방정식은쉽게풀수있다. 즉, 양변을적분하면

M(x)u(x) =

∫
q(x)M(x) dx+ C

를얻고(여기서 C는적분상수이다), 다시

u(x) =
1

M(x)

∫
q(x)M(x) dx+

C

M(x)
(4.7)

를얻을수있다.

식 (4.6)을위식에대입하면, 선형 1계미분방정식의해는

u(x) = C e−
∫
p(x) dx + e−

∫
p(x) dx

∫
q(x) e

∫
p(x) dx dx (4.8)

가된다는것을알수있다.

예제 4.2 초기조건이 u(0) = 0일 때, 방정식 u′ = e2x−1 + y의 해를 구해보자. 이 문제의 적분인자는

M(x) = e−x

이므로, 방정식의 양변에 이것을 곱하여 방정식

(e−xu)′ = ex−1

을 얻는다. 이 방정식을 풀면,

e−xu = ex−1 + C

이므로, 구하는 해는

u(x) = e2x−1 + Cex

이다. 초기조건에 의하여 C = − 1
e
이므로, 해는

u(x) = e2x−1 − ex−1

이다.

연습문제 4.2 초기조건이 u(0) = 0일 때, 방정식 u′ + xu = x의 해를 구하라.

제 4.3 절 상수계수를 갖는 2계 선형 미분방정식

그림 4.3와 같이 용수철이 하나만 있는 용수철계를 생각하자. 시점 t에서 용수철의 변이를

u(t)라하면, 힘의균형방정식은

mu′′(t) = −k u(t) +mg
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그림 4.3: 용수철계(그림을 다시 그려야 할 듯)

가 된다. 이 식의 오른쪽은 용수철의 복원력(후크의 법칙)과 중력의 차이를 나타내는데, 이

힘이 용수철 운동의 가속도를 결정한다는 것이 이 식이 담고 있는 정보이다. 이 식은, ω =√
k
m라두면,

u′′(t) + ω2u(t) = g (4.9)

로 쓸 수 있는데, 이 방정식은 연립 1계 미분방정식으로 변환하여 앞에서 공부한 방법을 이용

하여풀수있다.

보다일반적으로, 주어진함수 f(x)에대해상수계수를갖는 2계선형미분방정식

u′′ + αu′ + β u = f(x) (4.10)

를 풀어보자. 이 방정식이 상수계수를 갖는다는 것은 방정식의 계수 α와 β가 상수라는 의미

이고, 2계라는 것은 앞에서도 설명했듯이 이 방정식에 포함된 미분의 최고계수가 2라는 뜻이

며, 선형이라는것은

(u+ v)′′ + α (u+ v)′ + β (u+ v) = (u′′ + αu′ + β u) + (v′′ + α v′ + β v)

가성립하여 u, v가 f가 0일때 (4.10)의해이면 u+ v도역시해라는의미이다3.

제 4.2.2 절에서 다룬 1계 선형 미분방정식도 그러하지만, 상수계수를 갖는 2계 선형방정

식의 해법도 표준적이어서 대학교 2학년 정도에서 배우는 미분방정식 교재에서는 일반적 이

것들에 대해서 다루고 있다. 특성방정식을 이용하는 방법 등 그 해법이 다양하지만 여기서는

1계선형방정식과관련하여계수줄임방법(method of order reduction)에대하여다룬다.

계수줄임방법이란 말 그대로 미분방정식의 계수를 낮추는 방법이다. 즉, 2계 방정식을 1계

방정식으로 바꾸는 방법이다. 어떻게 방정식의 계수를 줄일 수 있을까? 우선 u′ = v 라 두면,

방정식 (4.10)은

v′ = −β u− α v + f(x)

3이사실은간단하지만매우중요해서중첩원리(principle of superposition)라불린다.
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로바뀐다. 다시말해서, 미분방정식 (4.10)은 1계연립미분방정식{
u′ = v

v′ = −β u− α v + f(x)
(4.11)

와 동치이다. 동치라는 것는 (4.10)의 해를 알면 (4.11)의 해를 알 수 있고, 그 역도 성립한다

는의미이다. 방정식 (4.11)을행렬을이용하여표현하면

d

dx

[
u

v

]
=

[
0 1

−β −α

][
u

v

]
+

[
0

f

]
(4.12)

가되는데, 이제부터는이연립미분방정식을푸는방법에대해서알아보자.

연립미분방정식 (4.12)를푸는방법은제 3.2 절에서다룬것과비슷한대각화이다. 적당한

변환을이용하여방정식 (4.12)를

d

dx

[
ξ

η

]
=

[
λ1 0

0 λ2

][
ξ

η

]
+

[
g1

g2

]
(4.13)

로바꿀수있다고가정해보자. 방정식 (4.13)을풀어서쓰면,

ξ′(x) = λ1 ξ(x) + g1(x),

η′(x) = λ2 η(x) + g2(x)

가되는데, 제 4.2.2 절에서배운방법을이용하면해가

ξ(x) = C1 e
λ1 x + eλ1 x

∫
e−λ1 x g1(x)dx

η(x) = C2 e
λ2 x + eλ2 x

∫
e−λ2 x g2(x)dx

(4.14)

가 된다는 것을 알 수 있다. 이 해에 앞에서 사용한 역변환을 적용하여 원래의 방정식의 해

u, v를구할수있다.

이제부터연립미분방정식 (4.12)를대각화된방정식 (4.13)로변환하는방법에대해서살펴

보자. 대각화하는 방법의 골격은 제 3.2 절에서 공부한 방법과 동일하다. 즉, 방정식 (4.12)에

나타난행렬 A =

[
0 1

−β −α

]
의고윳값으로대각행렬을만들고, 고유벡터를가지고변환을만

들면 된다. 한 가지 큰 차이는 여기서는 행렬이 대칭행렬이 아니며, 이 때문에 고유벡터로 만

들어지는변환이일반적으로직교행렬이아니라는점이다.

편의상

A =

[
0 1

−β −α

]
라두자. 행렬 A의특성방정식은

det (λI −A) = 0,
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즉,

λ2 + αλ+ β = 0

이 된다. 이 방정식은 (I) 서로 다른 두 개의 실근을 갖거나, (II) 중근을 갖거나, (III) 켤레복

소수를 근으로 가지게 되는데, 이 세 가지 경우 해의 형태가 달라지기 때문에 각 경우를 따로

다루어야 한다. 특히 특성방정식의 근이 실수인 경우와 복소수인 경우는 서로 다른 물리적 현

상을나타내고있는데, 이것에대해서는해를구한후에논의하기로하자.

(I) 서로 다른 두 개의 실근. 특성방정식의두개의근을 λ1과 λ2 라둘때, 두개모두실수이

고, λ1 ̸= λ2인경우를다룬다. 이경우근과계수와의관계, 즉 λ1 + λ2 = −α와 λ1 λ2 = β로

부터, A의고유벡터가 v1 =

[
1

λ1

]
와 v2 =

[
1

λ2

]
가된다는것을쉽게확인할수있다. 다시말

하면,

Avj = λjvj , j = 1, 2

가성립한다. 이제행렬 Q와 D를

Q :=
[
v1 v2

]
=

[
1 1

λ1 λ2

]
, D :=

[
λ1 0

0 λ2

]

라두면,

AQ =
[
λ1v1 λ2v2

]
= QD

가성립한다. 이제변환 Q를이용하여 ξ와 η를[
u

v

]
= Q

[
ξ

η

]
(4.15)

로정의하면, 방정식 (4.12)는

d

dx

(
Q

[
ξ

η

])
= AQ

[
ξ

η

]
+

[
0

f

]
= QD

[
ξ

η

]
+

[
0

f

]

가된다. λ1 ̸= λ2이므로, Q가가역행렬이고,

Q−1 =
1

λ2 − λ1

[
λ2 −1

−λ1 1

]

이된다는것을쉽게확인할수있다. 위미분방정식에 Q−1를적용하면, 방정식은

d

dx

[
ξ

η

]
= D

[
ξ

η

]
+Q−1

[
0

f

]
= D

[
ξ

η

]
+

1

λ2 − λ1

[
−f

f

]
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가된다. 그러므로, (4.14)를적용하면,

ξ(x) = C1 e
λ1 x + eλ1 x

∫ x

x0

−f(y)

λ2 − λ1
e−λ1 y dy

η(x) = C2 e
λ2 x + eλ2 x

∫ x

x0

f(y)

λ2 − λ1
e−λ2 y dy

가된다. 이제 (4.15)을이용하면, 2계선형미분방정식 (4.10)의해가

u(x) = C1 e
λ1 x + C2 e

λ2 x +

∫ x

x0

−eλ1 x eλ2 y + eλ2 x eλ1 y

(λ2 − λ1)e(λ1+λ2) y
f(y) dy (4.16)

가 된다는 것을 알 수 있다. 여기서 C1, C2는 상수인데, 초기조건이 정해지면 이 상수를 결

정할 수 있다. 적분구간을 나타내는 x0는 아무거나 잡아도 되는데, 초기조건이 주어진 점을

x0로잡는것이가장편리하다.

예제 4.3 선형 2계 미분방정식의 초깃값문제

y′′ + 5y′ + 6y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 3

의 해를 구해보자. 이 미분방정식에서 나타나는 행렬 A는

[
0 1

−6 −5

]
이고, 이 행렬의 고윳값이 −2와

−3이므로 방정식의 일반해는

y(t) = C1e
−2t + C2e

−3t

이다. 초기조건을 이용해 상수를 결정하면 C1 = 9, C2 = −7이 되므로, 주어진 초깃값문제의 해는

y(t) = 9e−2t − 7e−3t

이다.

연습문제 4.3 초깃값문제

u′′ − 2u′ +
3

4
u = et, u(0) = 2, u′(0) =

1

2

의 해를 구하라.

(II) 중근인 경우. 특성방정식이 서로 다른 두 개의 실근을 가질 경우에 해를 구한 방법을 다

시 살펴보기로 하자. 앞에서는 주어진 행렬 A에 대해 AQ = QD을 만족하는 Q와 대각행렬

D을 구하면 주어진 미분방정식을 (4.13)의 형태로 변환할 수 있어서 해를 구할 수 있었다. 그

리고 서로 다른 두 개의 고윳값에 대응되는 고유벡터를 구하면 변환행렬 Q를 구할 수 있다.

그런데 특성방정식이 중근을 가질 경우, 고윳값은 하나 밖에 없고, 거기에 대응되는 고유벡터

가 하나 밖에 없는 경우가 있다4. 물론 여기서 고유벡터가 하나라는 뜻은 같은 벡터의 상수배

4물론두개인경우도있다. 예를들어 A가대칭행렬이면두개가있다.



제 4.3 절 상수계수를갖는 2계선형미분방정식 33

를하나를간주한다는뜻이다. 예를들어행렬

[
0 1

−1 2

]
의고윳값은 1이고, 그에대응되는고

유벡터는

[
1

1

]
의상수배이다.

고유벡터가하나밖에없는경우에는어떻게해야할까? 여기서설명할방법은역시

AQ = QU (4.17)

를만족하는 행렬 Q와 U를구하는것이다. 이경우 U는일반적으로대각행렬이 아니고위삼

각행렬(upper triangular matrix)이 된다. 위삼각행렬이란

[
λ1 λ2

0 λ3

]
와 같은 형태의 행렬을

말하는데, 이러한행렬로표시되는방정식도풀수있다. 이경우변환된방정식은

d

dx

[
ξ

η

]
=

[
λ1 λ2

0 λ3

][
ξ

η

]
+

[
f

g

]
의 꼴이 되는데, ξ′(x)는 ξ와 η의 결합으로 표현되는 반면, η′(x)는 η만으로 표현된다는 것을

알수있다. 그러므로 η를구할수있는데, 이를첫번째식에대입하면 ξ도구할수있다.

이제 A를 (4.17)과 같이 나타내는 방법을 알아보자. 행렬 A의 특성방정식의 중근을 λ∗라

하자. 그러면 이전 경우와 같이 v1 =

[
1

λ∗

]
가 A의 고유벡터라는 것을 쉽게 확인할 수 있다.

즉, [
0 1

−β −α

][
1

λ∗

]
= λ∗

[
1

λ∗

]
가성립한다. 반면, 근과계수와의관계 2λ∗ = −α, λ2 = β를이용하면,[

0 1

−β −α

][
−λ∗

1

]
= (1 + λ2

∗)

[
1

λ∗

]
+ λ∗

[
−λ∗

1

]

이성립한다는것을확인할수있다. 이제 v2 =

[
−λ∗

1

]
이라두면,

[
0 1

−β −α

][
1 −λ∗

λ∗ 1

]
=

[
0 1

−β −α

] [
v1 v2

]
=
[
λ∗v1 (1 + λ2

∗)v1 + λ∗v2

]
=
[
v1 v2

] [λ∗ 1 + λ2
∗

0 λ∗

]

=

[
1 −λ∗

λ∗ 1

][
λ∗ 1 + λ2

∗

0 λ∗

]
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가성립한다. 즉,

Q :=

[
1 −λ∗

λ∗ 1

]
, U :=

[
λ∗ 1 + λ2

∗

0 λ∗

]
(4.18)

라두면, (4.17)가성립한다.

이제 ξ와 η를 [
u

v

]
= Q

[
ξ

η

]
(4.19)

로정의하면, 변환된방정식은

d

dx

[
ξ

η

]
= U

[
ξ

η

]
+Q−1

[
0

f

]
가된다. 이경우,

Q−1 =
1

1 + λ2
∗

[
1 λ∗

−λ∗ 1

]
이므로, 이방정식을풀어쓰면,

ξ′(x) = λ∗ ξ(x) + (1 + λ2
∗) η(x) +

λ∗

1 + λ2
∗
f(x)

η′(x) = λ∗ η(x) +
1

1 + λ2
∗
f(x)

가되고, 해는

ξ(x) = C1 e
λ∗ x + eλ∗ x

∫ x

x0

[
(1 + λ2

∗) η(y) +
λ∗

1 + λ2
∗
f(y)

]
e−λ∗ y dy

η(t) = C2 e
λ∗ x + eλ∗ x

∫ x

x0

1

1 + λ2
∗
f(y)e−λ∗ y dt

두번째식을첫번째식에대입하고 (4.19)를이용하면,

u(x) = ξ(x)− λ∗ η(x)

= (C1 − λ∗ C2) e
λ∗ x + eλ∗ x

∫ x

x0

(1 + λ2
∗) η(y) e

−λ∗ y dy

= (C1 − λ∗ C2) e
λ∗ x + eλ∗ x

∫ x

x0

[
C2 (1 + λ2

∗) +

∫ y

x0

f(τ) e−λ∗ τ dτ

]
dy

= (C1 − λ∗ C2) e
λ∗ x + C2 (1 + λ2

∗) (x− a)eλ∗ x + eλ∗ x

∫ x

x0

(x− y)e−λ∗ y f(y) dy

가된다. 즉,

u(x) = A1 e
λ∗ x +A2 x e

λ∗ x +

∫ x

x0

(x− y)e−λ∗ (y−x) f(y) dy (4.20)

가된다.
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예제 4.4 미분방정식

u′′(t)− 2u′(t) + u(t) = 1

을 살펴보자. 이 미분방정식에 대응되는 행렬 A는

[
0 1

−1 2

]
인데, 이 행렬의 고윳값은 1이고, 그에 대

응되는 고유벡터는

[
1

1

]
라는 것을 앞에서 살펴보았다. 그러므로, A는

[
0 1

−1 2

]
=

[
1 −1

1 1

][
1 2

0 1

][
1 −1

1 1

]−1

로 분해할 수 있다.

식 (4.20)을 이용하면 일반해는

u(t) = A1 e
t +A2 t e

t +

∫ t

0

(t− s)et−s ds = A1 e
t +A2 t e

t + tet − et + 1

이 된다. 초기조건이 u(0) = 0, u′(0) = 0로 주어진다면, A1 = 2, A2 = −2가 되어, 초기값문제의 해는

u(t) = et − tet + 1

이다.

연습문제 4.4 초깃값문제

y′′ − y′ +
1

4
y = et, y(0) = 0, y′(0) = 0

의 해를 구하라.

(II) 켤레복소수인 경우. 특성방정식의두근이켤레복소수, 즉

λ1 = λ0 + i ω0, λ2 = λ0 − i ω0 (ω0 ̸= 0)

인경우에는서로다른실근을갖는경우와같은방법을적용하여해가

u(x) = C1 e
λ1 x + C2 e

λ2 x +

∫ x

x0

−eλ1 x eλ2 y + eλ2 x eλ1 y

(λ2 − λ1)e(λ1+λ2) y
f(y) dy

로주어진다는것을알수있다. 여기서오일러의식

ei γ = cos γ + i sin γ ( γ : 실수 )

를적용하면,

u(x) = (C1 + C2) e
λ0 x cosω0x+ i(C1 − C2) e

λ0 x sinω0x

+

∫ x

x0

eλ0(x+y) sinω0(x− y)

ω0e2λ0y
f(y) dy,
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즉,

u(x) = A1 e
λ0 x cosω0x+A2 e

λ0 x sinω0x+

∫ x

x0

eλ0(x+y) sinω0(x− y)

ω0e2λ0y
f(y) dy (4.21)

가된다.

특성방정식의 해가 복소수인 경우는 실수인 경우와 비교하여 그 미분방정식이 나타내는 물

리적 현상이 아주 다르다. 이 경우 해는 cosω0x나 sinω0x와 같은 진동하는 항을 포함하고 있

다. 그러므로 이 경우는 현이나 용수철과 같이 진동하는 현상을 기술하는 문제에서 자연스럽

게등장하게되는데, 이절의처음에다루었던용수철계문제를다루어보자.

예제 4.5 미분방정식 (4.9)의 특성방정식은 λ2 + ω2 = 0이고, 근이 λ1 = i ω, λ2 = −i ω 이다. 즉, 앞

에서 다룬 세번째 경우에 해당하며, 예상할 수 있는 바와 같이 용수철은 진동한다.

초기조건이 u(0) = u0, u′(0) = v0으로 주어졌다고 하자. 방정식의 해는

u(t) = C1 cosωt+ C2 sinω t+

∫ t

0

sinω(t− s)

ω
g ds

가 된다. 여기서 눈여겨 볼 것은 적분의 한 쪽 끝을 0으로 택한 것인데, 이것은 초기조건이 t = 0일 때

주어졌기 때문이다. 물론 다른 값을 택해도 무방하지만 계산이 조금 더 복잡해질 수 있다. 이 적분을

계산하면

u(t) = C1 cosωt+ C2 sinω t+
g

ω2
(1− cosωt)

가 되고, 초기조건을 만족하도록 C1과 C2를 정하면, 해가

u(t) = u0 cosωt+
v0
ω

sinωt+
g

ω2
(1− cosω t)

가 된다.

이 식을 자세히 살펴보면 흥미로운 사실을 발견할 수 있다. 짧은 시간 t에 대해, 테일러 전개식

cosωt = 1− 1

2
ω2t2 + . . . , sinωt = ωt+ . . .

를 이용하면,

u(t) = u0 + v0 t+
1

2

(
g − k u0

m

)
t2 + . . .

를 얻을 수 있는데, u0는 초기변이, v0은 초기속도인데, 중력가속도 g가 약간 바뀌어 g − k u0
m
가 된다.

이것을 가상중력(virtual gravity)라 부른다.

연습문제 4.5 초깃값문제

4u′′(t) + u(t) = cos t, u(0) = 0, u′(0) = 0

의 해를 구하라.
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제 4.4 절 미분방정식의 수치적 해법: 오일러의 방법

미분방정식

u′′(t) + sinu(t) = 0

에 대해서 간단히 언급하면서 이 절을 시작한다. 이 방정식은 비선형 진자운동을 기술하는 방

정식인데, 방정식의 모양은 간단해 보이지만 아주 난해한 방정식으로 정평이 나 있다. 물론

해를구할수없다. 이와같이해를구할수없을때에는어떻게하나? 한가지방법은 u(t)가

아주작을때, 즉, 진자가아주조금만움직일때에는근사식 sinu(t) ≈ u(t)를이용하여, 미분

방정식을

u′′(t) + u(t) = 0

으로 근사하여 해를 구하는 것이다. 이 방정식은 앞에서 배운 방법으로 해결할 수 있는데, 해

가

u(t) = C1 cos t+ C2 sin t

되고, 진자의진동운동을나타낸다.

해를 해석적으로 구할 수 없는 경우에 해를 구하기 위해 인류가 발전시킨 가장 중요한 방

법은 컴퓨터를 이용하여 해를 수치적으로 구하는 것이다. 여기서는 수치적으로 해를 구하는

가장간단한방법인오일러의방법(Euler’s method)에대해서 1계미분방정식 (4.1)를가지고

살펴보자.

미분방정식의 해를 수치적으로 구한다는 것은 해의 함수값 u(x1), u(x2), . . .를 구한다는

의미이다. 즉, 원하는 구간 [a, b]에서 함수 u = u(x)를 구하는 대신, 그 구간의 몇 개의 점

x1, x2, . . . xN에서 함수값을 구하는 것이다. 이 점들이 충분히 많으면 함수값으로부터 함수

의좋은근사를구할수있을것이다.

초깃값문제

u′(x) = f(x, u), u(x0) = u0

을 고려하자. 문제는 이 방정식의 해 u(x)를 구간 [a, b]에서 구하는 것이다. 여기서 a = x0이

다. 구간 [a, b]를 N 등분하여소구간의길이를 h라두고,

x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2h = x1 + h, . . . , xN = x0 +Nh = xN−1 + h

라 두자. (그림 4.4 참고). 이제 uk = u(xk)로 둘 때, 우리의 목적은 u1, . . . , uN을 구하는 것

이다.

미분방정식을이용해서어떻게 uk들을구할수있을까? 해결책은미분의정의에서나온다.

미분의정의에의하면,

u′(x) = lim
h→0

u(x+ h)− u(x)

h
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xN = bx1 x2a = x0

그림 4.4: 이산화

이므로, h가아주작으면 u(x+h)−u(x)
h 가 u′(x)의좋은근사값이된다. 이근사값을 u′(x) 대신

미분방정식에적용하면, 미분방정식은

u(x+ h)− u(x)

h
= f(x, u(x))

가된다. 이제 x = xk를대입하면,

uk+1 − uk

h
= f(xk, uk),

즉,

uk+1 = uk + f(xk, uk)h (4.22)

가 된다. 이제 초깃값 u0에서 출발하여 (4.22)를 이용하여 u1, u2, . . .을 차례로 구하면 된다.

다시말하여

u1 = u0 + f(x0, u0)h

u2 = u1 + f(x1, u1)h

...

uN = uN−1 + f(xN−1, uN−1)h

로 u1, u2, . . . , uN을구할수있다.

여기서 한 가지 언급할 점은 오일러 방법은 구간의 길이 b − a가 작을 때에만 좋은 근사값

을 제공한다는 것이다. 식 (4.22)를 이용하여 uk+1을 구할 때 쓰는 uk 값이 참값이 아니고 근

사값인데, 그오차가 u1에서부터누적되었기때문에 k가크면오차가허용되는한계보다커질

수있다. (그림 4.5 참조).

표 4.1는오일러의방법을이용하여초기값문제

u′ = u2, u(0) = 1

을 해결한 수치적 해와 정확한 해의 값을 비교한 것이다. 이 초깃값문제는 변수분리방법으로

해결할 수 있는데, 정확한 해는 u(x) = 1/(1 − x)이다. 구간의 길이를 h = 0.1로 잡아서 계산

을한것인데, 오차가누적되어 x = 0.9에서는참값과수치해의값이너무커서근사해로받아

들일수없게되었다.
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u0

x2 x3 xNx1x0

x

u(x)

u1

u2

u3

uN

그림 4.5: 오일러 방법의 오차

x 0 0.1 0.2 0.3 · · · 0.9

참해 u 1.0 1.1111 1.2500 1.4286 · · · 10.0000

수치해 uh 1.0 1.1000 1.2210 1.3701 · · · 4.2892

절대오차 |u− uh| 0.0 0.0111 0.0290 0.0585 · · · 5.7118

상대오차 |u− uh|/|u| (%) 0.0 % 1.0 % 2.3 % 4.1 % · · · 57.1 %

표 4.1: 오일러방법을이용한 u′ = u2, u(0) = 1의오차분포

연습문제 4.6 초깃값문제

y′(t) = sin y(t), y(0) = 0.2

의 해를 y(t)라 할 때, y(0.1), y(0.2), y(0.3), y(0.4)를 오일러의 방법을 이용하여 구하라.
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제 5 장

넓이를 가장 크게 만드는 곡선

문제와 변분법

이 장에서 다룰 문제는 그림 5.1와 같이 곡선의 길이가 일정하다는 가정 하에서 곡선 아래의

넓이가 최대가 되는 곡선을 구하는 것이다. 이 문제를 해결하기 위해서 공부할 수학적 방법은

변분법(Calculus of Variation)이다.

본격적인논의를시작하기전에다음연습문제를풀어보는것이도움이될것이다.

연습문제 5.1 넓이를 최소로 만드는 곡선은 무엇인가?

연습문제 5.2 (i) 둘레가 일정한 값 L인 삼각형 중에서 둘러싸는 넓이가 최대인 것을 구하라. 또

L에 따라 최대면적을 구하라.

(ii) 둘레가 일정한 값 L인 사각형 중에서 둘러싸는 넓이가 최대인 것을 구하라. 또 L에 따라 최대면

적을 구하라.

   

그림 5.1: 곡선 아래 넓이

41
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제 5.1 절 수학적 모델링

그림 5.1에서곡선을 y = u(x)라하면곡선아래의넓이는

S(u) =

∫ 1

−1

u(x) dx (5.1)

가로주어진다. S는함수 u에어떤값을대응시키고있는데이러한것을범함수(functional)이

라부른다. 또, 곡선의길이가일정한값 L이라는것은∫ 1

−1

√
1 + u′(x)2 dx = L (5.2)

로표현된다. 곡선은

u(−1) = u(1) = 0 (5.3)

을만족해야하므로, 이장의문제는다음과같이기술할수있다.

문제. 조건 (5.2)와 (5.3)를 만족하는 곡선 u(x) 중에서 S(u)가 최대가 되는 것을

구하라.

이 문제는 제한조건이 있는 상태에서 어떤 양의 최댓값을 구하라는 문제인데, 미적분학에

서 이런 종류의 문제를 다루어 보았을 것이다. 예를 들어, g(x, y) = x2 + y2 = 1 이라는 조건

하에서 f(x, y) = xy의최댓값을구하는문제를풀수있을것이다. 이문제를풀때라그랑쥐

승수법(Lagrange multiplier method)이라는방법을사용하였는데, 이방법은새로운함수

f(x, y) + λ(g(x, y)− 1)

을 도입하고, 이 함수의 최댓값을 구하는 방법이다. 여기서 새로 도입된 변수 λ을 라그랑쥐

승수라부른다.

이 장에서 다루는 문제도 제한조건 하에서 주어진 범함수의 최댓값을 구하는 문제이

므로 라그랑쥐 승수법을 적용할 수 있다. 최대화시키고자 하는 범함수 S(u)와 제한조건∫ 1

−1

√
1 + (u′(x))2 dx = L을결합하여

S(u) + λ

(∫ 1

−1

√
1 + (u′)2 dx− L

)
(5.4)

을 만들고, 이것의 최댓값을 구하는 문제로 바꿀 수 있다. 여기서 λ은 라그랑쥐 승수로 실수

이다. 물론, u는조건 (5.3)를만족해야한다. 다시말하면,

S(u∗) + λ∗

(∫ 1

−1

√
1 + (u′

∗)
2 dx− L

)
= max

(u, λ)

[
S(u) + λ

(∫ 1

−1

√
1 + (u′)2 dx− L

)]
(5.5)

을만족하는 (u∗, λ∗)를구하는문제가된다.
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그림 5.2: 곡선의 변동

제 5.2 절 변분법과 오일러-라그랑쥐 방정식

이제 (5.4)의최댓값을구하는방법중한가지인변분법(calculus of variation)에대하여살펴

보자.

(u∗, λ∗)가문제 (5.5)의해라고하자. 그러면 u(−1) = u(1) = 0을만족하는임의의연속함

수 u에대하여

S(u∗) + λ∗

(∫ 1

−1

√
1 + (u′

∗)
2 dx− L

)
≥ S(u) + λ∗

(∫ 1

−1

√
1 + (u′)2 dx− L

)
(5.6)

이 성립한다. 이제 u∗의 변동(혹은 변분, variation)을 생각한다. 함수 ϕ가 ϕ(−1) = ϕ(1) =

0을만족할때, 임의의실수 ϵ에대하여 uϵ를

uϵ(x) = u∗(x) + ϵ ϕ(x)

라두자. 곡선 uϵ는그림 5.2처럼 u∗에변동을준것이다. 가정에의하여 ϕ(−1) = ϕ(1) = 0이

므로 uϵ도 uϵ(−1) = uϵ(1) = 0을만족한다. 따라서 uϵ 에대해서도부등식

S(u∗) + λ∗

(∫ 1

−1

√
1 + (u′

∗)
2 dx− L

)
≥ S(uϵ) + λ∗

(∫ 1

−1

√
1 + (u′

ϵ)
2 dx− L

)
(5.7)

이성립한다. 이제이부등식의오른쪽항을정리하면,

S(uϵ) + λ∗

(∫ 1

−1

√
1 + (u′

ϵ)
2 dx− L

)
=

∫ 1

−1

(u∗(x) + ϵϕ(x)) dx+ λ∗

(∫ 1

−1

√
1 + (u′

∗ + ϵϕ′)2 dx− L

)
=

∫ 1

−1

u∗(x) dx+ ϵ

∫ 1

−1

ϕ(x) dx

+ λ∗

(∫ 1

−1

√
1 + (u′

∗)
2

√
1 + ϵ

2u′
∗ϕ

′

1 + (u′
∗)

2
+ ϵ2

(ϕ′)2

1 + (u′
∗)

2
dx− L

)
이된다. 테일러전개식

√
1 + t = 1 +

1

2
t− 1

4
t2 + · · · (5.8)
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가작은 t에대하여성립하므로, ϵ이작으면√
1 + ϵ

2u′
∗ϕ

′

1 + (u′
∗)

2
+ ϵ2

(ϕ′)2

1 + (u′
∗)

2
= 1 + ϵ

u′
∗ ϕ

′

1 + (u′
∗)

2
+ ϵ2(· · · )

가성립한다. 따라서

S(uϵ) + λ∗

(∫ 1

−1

√
1 + (u′

ϵ)
2 dx− L

)
=

∫ 1

−1

u∗(x) dx+ ϵ

∫ 1

−1

ϕ(x) dx

+ λ∗

[∫ 1

−1

√
1 + (u′

∗)
2

(
1 + ϵ

u′
∗ ϕ

′

1 + (u′
∗)

2
+ ϵ2(· · · )

)
dx− L

]
=

∫ 1

−1

u∗(x) dx+ λ∗

(∫ 1

−1

√
1 + (u′

∗)
2 dx− L

)
+ ϵ

(∫ 1

−1

ϕdx+ λ∗

∫ 1

−1

u′
∗ ϕ

′√
1 + (u′

∗)
2
dx

)
+ ϵ2(· · · )

를얻는다. 이식을 (5.7)에대입하여비교하면, 부등식

0 ≥ ϵ

(∫ 1

−1

ϕdx+ λ∗

∫ 1

−1

u′
∗ ϕ

′√
1 + (u′

∗)
2
dx

)
+ ϵ2(· · · )

이 성립한다는 것을 알 수 있다. 그런데 이 부등식이 작은 모든 실수 ϵ에 대하여 성립하므로 ϵ

항이 0이되어야한다. 즉, ∫ 1

−1

ϕdx+ λ∗

∫ 1

−1

u′
∗ ϕ

′√
1 + (u′

∗)
2
dx = 0

함수 ϕ가 ϕ(−1) = ϕ(1) = 0을만족하므로부분적분을적용하면

∫ 1

−1

[
1− λ∗

(
u′
∗√

1 + (u′
∗)

2

)′]
ϕdx = 0

이된다. 이식이모든연속함수 ϕ에대하여성립하므로,

1− λ∗

(
u′
∗√

1 + (u′
∗)

2

)′

= 0 (5.9)

이 성립한다. 이 미분방정식을 변분법 문제 (5.5)의 오일러-라그랑쥐 방정식(Euler-Lagrange

equation)이라 한다. 이 방정식을 풀어 u∗를 구하고, 그 해가 조건 (5.2)와 (5.3)를 만족하면,

이해는범함수 S(u)의최댓값이되는함수라는보장을할수는없으나적어도극값은된다.
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제 5.3 절 최속강하선 문제

그림 ///처럼점 A에서중력에의하여가속되면서미끄러져내리기시작한구슬이점 B에도

착하는시간이가장짧은곡선의모양을구해보자. 이곡선을최속강하선1이라부른다.

그림

곡선의 아주 짧은 구간 ds에서 속력이 v라면, ds를 지나는데 걸리는 시간은 ds
v 이 된다. 그

러므로곡선 C를따라내려오는데걸리는시간 tAB는곡선 C에서의선적분

tAB =

∫
C

ds

v

로주어진다. 운동에너지와위치에너지의보존법칙, 즉

1

2
mv2 = mgy (g는중력가속도)

로부터, v =
√
2gy가되고, 미적분학에서배운대로 ds =

√
1 + y′2dx 이므로,

tAB =

∫ b

a

√
1 + y′2√
2gy

dx (5.10)

가되는데, 이적분을 y = y(x)로주어진곡선 C에따라변하는범함수로볼수있다.

이제이범함수의오일러-라그랑쥐방정식을구해보자. 곡선 y = y(x)를이문제의해, 즉

최속강하곡선이라 하고, 앞에서와 마찬가지로 y(x)를 y(x) + ϵϕ(x)와 같이 변동시키면, 부등

식 ∫ b

a

√
1 + y′2
√
y

dx ≤
∫ b

a

√
1 + (y′ + ϵϕ′)2√

y + ϵϕ
dx

가 성립한다. 여기서 점 A와 점 B가 고정되어 있으므로 조건 ϕ(a) = ϕ(b) = 0이 만족되어야

한다. 이제위부등식의오른쪽항을 ϵ에대해전개하여전개식∫ b

a

√
1 + (y′ + ϵϕ′)2√

y + ϵϕ
dx = (· · · ) + ϵ(· · · ) + ϵ2(· · · ) + · · ·

을 구하고, ϵ 항을 0으로 두면 된다. 이 전개식을 구하려면 식 (5.8)을 이용해도 되지만, 여기

서는 부등식의 오른쪽 항을 ϵ에 대해 미분하는 것이 더 편리하다. 오른쪽 항을 ϵ에 대해 미분

하고 ϵ = 0을대입하면, ϵ 항은∫ b

a

[
y′ϕ′√

y(1 + y′2)
−
√

1 + y′2ϕ

2y3/2

]
dx

1Brachistochrone problem. 1696년 요한 베르누이(Johann Bernoulli, 1667-1748, 스위스의 수학자. 오일러

의스승)가제시한문제로뉴턴, 라이쁘니쯔, 로피탈, 베르누이형제등이해결했다고알려져있다.
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이고, 이것이 0이되어야한다. 앞에서처럼부분적분을적용하면, 구하는식은∫ b

a

[(
y′√

y(1 + y′2)

)′

+

√
y(1 + y′2)

2y2

]
ϕ(x) dx = 0

이되는데, 이식이모든 ϕ에대해성립하므로,(
y′√

y(1 + y′2)

)′

+

√
y(1 + y′2)

2y2
= 0

이성립한다. 미분을계산하여정리하면

y′′y +
1

2
(1 + y′2) = 0

이되는데, 양변에 y′을곱하면

y′′y′y +
1

2
(1 + y′2)y′ = 0

이된다. 그런데,

[(1 + y′2)y]′ = 2y′′y′y + (1 + y′2)y′ = 0

이므로범함수 (5.10)의오일러-라그랑쥐방정식은

(1 + y′2)y = −2h (h 는상수) (5.11)

이다.

다음 절에서 미분방정식 (5.9)을 푸는 방법과 같은 방법으로 이 방정식의 해를 구할 수 있

다. 하지만 간단히 싸이클로이드가 이 방정식의 해라는 것을 보일 수 있는데 이것은 연습문제

로다루기로한다.

연습문제 5.3 싸이클로이드 x = h(θ− sin θ), y = h(−1+ cos θ)(c는 상수)가 방정식 (5.11)의 해가 됨

을 보여라.

원점과 양의 x-축 위의 임의의 점 (x, 0)을 연결하는 싸이클로이드는 2πh = x인 h로 주어

진다. 모든 x에 대하여 이 싸이클로이드를 다 모으면 평면의 4 사분면을 다 채우게 된다. 이

는점 A를원점에두고 B를 4 사분면에있는점이라하면 A에서출발하여점 B를지나는싸

이클로이드가단하나존재한다는것을의미하는데, 이싸이클로이드가 A와 B를연결하는최

속강하곡선이다. 점 B = (x, y)를 지나는 싸이클로이드가 단 하나 존재한다는 것을 보이려면

연립방정식 h(θ − sin θ) = x

h(−1 + cos θ) = y
(5.12)
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의해 (h, θ)(0 < θ < 2π)가단하나존재한다는것을보여야하는데, 이것은어렵지않게보일

수있다. 두식을나누면
θ − sin θ

−1 + cos θ
=

x

y
(5.13)

가 되므로, 이 식을 만족하는 θ가 0과 2π 사이에 단 하나 존재한다는 것을 증명하면 된다. 함

수 f(θ)를

f(θ) :=
θ − sin θ

−1 + cos θ
(5.14)

라두면, f ′(θ) < 0이되어 f는단조감소함수이고,

lim
0+

f(θ) = 0, lim
2π−

f(θ) = −∞

가 성립한다는 것을 쉽게 확인할 수 있다. 점 B가 제 4 사분면에 있으므로, x
y < 0이고, 따라

서 (5.14)를만족하는 θ가단하나존재한다. h는 (5.12)의식중에서하나를이용하여구할수

있다.

실제로이연립방정식의해를구하는것은불가능한데, 다음장에서이해의근사값을컴퓨

터를이용해수치적으로구하는방법인뉴턴의방법에대해서공부할것이다.

연습문제 5.4 변분법을 이용하여 두 점을 잇는 최단 곡선은 직선임을 보여라.

제 5.4 절 넓이를 가장 크게 만드는 곡선 문제의 해

이제 넓이를 가장 크게 만드는 곡선 문제의 해를 구해보자. 이를 위해서는 앞에서 구한 오일

러-리그랑쥐방정식 (5.9)를풀면된다. 방정식 (5.9)을적분하면,

x+A− λ∗
u′
∗(x)√

1 + (u′
∗(x))

2
= 0

을얻는데, 여기서 A는상수이다.

구하는곡선 y = u∗(x)가매개식으로 x = x(s), y = y(s)로표현되면, u′
∗(x) = ẏ(s)/ẋ(s)가

되므로, 방정식은

x+A− λ∗
ẏ(s)√

ẋ(s)2 + ẏ(s)2
= 0

가 된다. 여기서 ẏ 등은 s에 대한 도함수를 나타낸다. 특별히 매개식 (x, y) = (x(s), y(s))이

호의길이로매개화되었다면, ẋ(s)2 + ẏ(s)2 = 1 이므로, 방정식은간단하게

x(s) +A− λ∗ẏ(s) = 0 (5.15)

이된다.
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그림 5.3: 호의 길이에 의한 매개화

잠시미적분학에서배운호의길이에의한매개화(arclength parametrization)에대해서살

펴보자. 호의 길이로 매개화는 그림 5.3처럼 매개변수 s가 시작점에서 점 (x(s), y(s))까지의

호의 길이가 되도록 매개변수 s를 택한 매개화 방법이다. 시작점에서 점 (x(s), y(s))까지의

호의길이가
∫ s

0

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2dt가되므로, 호의길이로매개화되었다면, 식∫ s

0

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2dt = s

가모든 s에대해서성립한다. 이식의양변을 s에대하여미분하면,√
ẋ(s)2 + ẏ(s)2 = 1

이되는데,
√
ẋ(s)2 + ẏ(s)2가시간 s에따라변화하는속력을나타내므로호의길이로매개화

한다는것은속력이항상 1이되도록매개화하는것과같은의미이다.

이제 미분방정식 (5.15)로 돌아가자. 만약 λ∗ = 0이라면 x(s)가 상수가 되고, 이것은 x-좌

표가 고정되어있다는 의미이므로 우리가 구하는 곡선이 아니다. 그러므로 λ∗ ̸= 0이다. 방정

식 (5.15)에서 ẏ(s) = (x(s) +A)/λ∗를얻을수있는데, 이식을 ẋ(s) =
√
1− ẏ(s)2 에대입하

면,

ẋ(s) =

√
1−

(
x+A

λ∗

)2

이제 X(s) = (x(s) +A)/λ∗라두면, X(s)에대한미분방정식

λ∗ Ẋ(s) =
√
1−X2 (5.16)

을얻을수있다.

이미분방정식은변수분리방법을이용하여풀수있다. 변수를분리하면,

λ∗√
1−X2

dX = ds

가되고, 이식을적분하여 ∫
λ∗√

1−X2
dX =

∫
ds
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를얻는다. 함수 1/
√
1−X2의원시함수가 sin−1 X이므로, 적분하면

λ∗ sin−1 X = s+B

를얻는다. 여기서 B는상수이다. 즉,

X(s) = sin
s+B

λ∗

가되고, x(s)의식을구하면

x(s) = λ∗ sin
s+B

λ∗
−A. (5.17)

y(s)는 λ∗ ẏ(s) = x(s) +A, 즉 ẏ(s) = X(s)를만족하므로,

y(s) = −λ∗ cos
s+B

λ∗
+ C (5.18)

가되는데, C도상수이다.

이제 상수 λ∗, A, B, C를 결정하기 위해 경계조건을 고려한다. 함수 u∗가 u∗(−1) =

u∗(1) = 0을 만족해야 하는데, 이 조건을 매개식 (x(s), y(s))의 조건으로 표현하면 어떻게

되는지를 살펴보자. 곡선이 호의 길이로 매개화 되었으므로, 매개변수 s는 길이가 L인 구간

에속해야한다. 여기서는구간 0 ≤ s ≤ L을택하기로한다. 곡선의시작점이 (−1, 0) 이므로

(x(0), y(0)) = (−1, 0) 을만족해야하고, 끝점이 (1, 0) 이므로 (x(L), y(L)) = (1, 0) 을만족해

야한다. 따라서매개식으로표현한경계조건은

x(0) = −1, x(L) = 1, y(0) = 0, y(L) = 0

이된다. 이조건을 (5.17)와 (5.18)에대입하면, 다음식들을얻는다.

λ∗ sin
B

λ∗
−A = −1,

λ∗ sin
L+B

λ∗
−A = 1,

−λ∗ cos
B

λ∗
+ C = 0,

−λ∗ cos
L+B

λ∗
+ C = 0.

이연립방정식을풀기위해서상수들을다음과같이다시정의하는것이편리하다.

A∗ =
A

λ∗
, B∗ =

B

λ∗
, C∗ =

C

λ∗
, L∗ =

L

λ∗
.
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그러면위연립방정식은다음과같이바뀐다.

sinB∗ = A∗ −
L∗

L
, (5.19)

sin(L∗ +B∗) = A∗ +
L∗

L
, (5.20)

cosB∗ = C∗, (5.21)

cos(L∗ +B∗) = C∗. (5.22)

이제이연립방정식을풀어보자. 식 (5.20)에서 (5.19)을빼면

sin(L∗ +B∗)− sinB∗ = 2
L∗

L

가되어

cos

(
L∗

2
+B∗

)
sin

L∗

2
=

L∗

L

를얻는다. 한편, (5.21)와 (5.22)을더하면

cos(L∗ +B∗) + cosB∗ = 2C∗

가되어

cos

(
L∗

2
+B∗

)
cos

L∗

2
= C∗

를얻는다. 위의두식을나누면
sin L∗

2

cos L∗
2

=
L∗

C∗L
(5.23)

가된다. 또, 싸인의가법정리를이용하면

sinL∗ = sin((L∗ +B∗)−B∗) = C∗(A∗ +
L∗

L
)− (A∗ −

L∗

L
)C∗ = 2C∗

L∗

L

가되어,

sin
L∗

2
cos

L∗

2
= C∗

L∗

L

이이성립한다. 이식과식 (5.23)로부터

2

L∗
sin

L∗

2
=

2

L
, cos

L∗

2
= C∗ (5.24)

식가성립한다는것을알수있다. 즉, 2/L∗는방정식

x sin
1

x
=

2

L
(5.25)
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그림 5.4:

의해가된다. 곡선의길이 L은 2보다크므로, 이방정식은항상근을갖는다. (그림 5.4참고.

L∗가음수라는것은곧알게될것이다.)

일단 방정식 (5.25)를 풀어서 L∗를 결정한 후에는, 다시 (5.19)과 (5.21)를 이용하면,

(5.22)에서각각

C∗ cosL∗ −
(
A∗ −

L∗

L

)
sinL∗ = C∗

유도된다. −1 + cosL∗ = −2 sin2 L∗
2 = −2(L∗

L )2, sinL∗ = 2 sin L∗
2 cos L∗

2 = 2C∗L∗
L 이므로, 이

식을정리하면

C∗

(
A∗ −

L∗

L

)
+

L∗

L
C∗ = 0

이 되어, A∗ = 0이라는 것을 알 수 있다. 또, sinB∗ = − sin L∗
2 , cosB∗ = cos L∗

2 이므로,

B∗ = −L∗
2 로잡아도된다. 지금까지계산한것을정리하면,

A∗ = 0, B∗ = −L∗

2
, C∗ = cos

L∗

2
.

이를 (5.17)와 (5.18)에대입하면,

x(s) =
L

L∗
sin

L∗

L

(
s− L

2

)
, (5.26)

y(s) =
L

L∗
cos

L∗

L

(
s− L

2

)
− L

L∗
cos

L∗

2
(5.27)

를얻는다.
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-1 1 
x 

y 
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L > π 

L = π 

L < π 

  

 

그림 5.5: 넓이를 가장 크게 만드는 곡선

곡선의길이 L이주어지면 L∗는식
2
L∗

sin L∗
2 = 2

L에의하여결정된다. 따라서 L
L∗

cos L∗
2 =

cot L∗
2 가성립한다. (5.26)와 (5.27)에서

x2 +

(
y − cot

L∗

2

)
=

(
L

L∗

)2

를 얻게 되는데, 이는 (x, y)가 중심이 (0, cot L∗
2 )이고, 반지름이 − L

L∗
원 위에 있다는 것을 의

미한다. 여기서 L∗가 음수임을 보여보자. A가 0이므로, (5.15)에서 λ∗ ẏ(0) = x(0)이 성립한

다는 것을 알 수 있는데, ẏ(0) > 0 이고 x(0) < 0이므로, λ∗ < 0 임을 알 수 있다. 따라서

L∗ < 0이성립한다. 그림 5.4을보면, L = π이면, L∗ = π이고따라서원의중심은원점이며,

L < π 이면, −2/L∗ > 2/π이어서, cot L∗
2 < 0, 즉중심이 x-축아래에있고, L > π 이면, 중심

이 x-축있다는것을알수있다.

결론적으로 넓이를 가장 크게 만드는 곡선은 그림 5.5와 같이 원의 호이다. 여기서 한 가지

눈여겨 볼 것은 L > π인 경우에는 구한 해가 함수의 그래프가 아니라는 점이다. 하지만 이러

한 해가 얻어진 것은 곡선의 매개식을 이용했기 때문이다. 곡선을 매개식으로 나타내는 것이

유용한이유가이런점때문이다.

연습문제 5.5 그림 5.6처럼 매달린 끈을 고려한다. 높이 y인 위치에 놓인 질량 m의 물체의 위치에너

지는 mgy로 주어지고, 매달린 끈의 밀도가 ρ 라면 작은 길이 ds의 질량은 ρds로 주어지므로, 매달린

끈의 위치에너지는

VT =

∫ 1

0

g yρ ds =

∫ 1

0

ρ g u(x)
√

1 + (u′(x))2 dx

로 주어진다. 끈의 밀도가 ρ = 1일 때, 끈의 길이가 L인 곡선 중 위치에너지가 가장 작은 매달린 끈의

모양을 구하라.
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그림 5.6: 매달린 끈
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제 6 장

방정식의 근사해 구하기:뉴턴의

방법

문제: 방정식 f(x) = 0의근을구하라.

이 장에서는 일반적인 방정식 f(x) = 0의 근을 구하는 방법에 대해서 알아본다. 2차 방정

식은 간단한 근의 공식을 이용하여 근을 구할 수 있고, 3, 4차 방정식의 경우에도 아주 복잡하

기는 해도 일반해를 구하는 근의 공식이 있다. 하지만 5차 방정식부터는 일반해를 구할 수 없

다는것은증명된사실이다. 뿐만아니라, 제 5 장 (5.25)에서나온 x sin 1
x = 2

L와같은초월방

정식은일반해를구하는것이불가능하다. 더나아가, 앞장 (5.12)에서마주친초월연립방정

식의경우에는더욱그러하다.

방정식 f(x) = 0의일반해를구하지못하더라도, 근의근사값이라도구할필요성은곳곳에

서 나타나므로, 근의 근사값을 구하는 것은 매우 중요하다. 이 장에서는 근의 근사값을 구하

는수치적인방법중가장간단하고널리쓰이는방법인뉴턴의방법에대하여다루어본다.

y=f(x) 

그림 6.1: 방정식의 근

55
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y=f(x) 

그림 6.2: 근의 섭동

제 6.1 절 근의 섭동과 뉴턴 방법

그림 6.1와 같이 방정식 f(x) = 0의 근 α0를 구하는 문제를 생각하자. 근 α0와 아주 가까운

점 αϵ에서출발하여근을찾아가는방법을생각해보자. 즉그림 6.1처럼 αϵ를변화시켜서근

α0에 가까이 가는 방법을 생각한다. 근과 아주 가까운 점 αϵ을 근의 섭동이라고 불러도 좋을

것이다.

테일러전개에서나오는일차근사식을이용하면,

0 = f(α) = f(αϵ + α− αϵ) = f(αϵ) + f ′(αϵ)(α− αϵ)

가성립하므로, 다음식이성립한다.

α ≈ αϵ −
f(αϵ)

f ′(αϵ)
. (6.1)

즉, αϵ를 −f(αϵ)/f
′(αϵ) 만큼 변화시키면 근에 가까워진다는 것이다. 이 방법을 반복하여 근

의근사값을구하는방법을뉴턴의방법이라고한다.

뉴턴의 방법은 초깃값 α0에서 시작하여, 근과 가까이 가는 점들 α1, α2, · · ·를 차례로 찾아
가는방법인데, αn에서 αn+1을찾는방법은 (6.1)을따른다. 즉,

αn+1 = αn − f(αn)

f ′(αn)
. (6.2)

이렇게정의한 αn+1은 x = αn에서함수 y = f(x)에접하는접선이 x-축과만나는점과같다.

(그림참조). 그러므로, 함수의모양이좋은경우에는이렇게정의한수열 α0, α1, α2, · · ·가구
하는 근 α로 수렴한다는 것을 짐작할 수 있고, 필요한 만큼 가까이 있는 αn을 택하면 그것이

구하는근의근사값이된다.

뉴턴의방법을정리하면다음과같다.

[뉴턴의 방법].

(i) 초깃값 α0를선택한다.
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(ii) 반복규칙 (6.2)을이용하여 α1, α2, . . . , αN을구한다.

(iii) αN이주어진오차범위안에들어가면반복을중단한다. 이 αN이구하는근의근사값이

다.

예제 6.1 뉴턴의 방법을 이용하여 방정식 x2 − 2 = 0의 근을 구해보자. 이 경우 반복식 (6.2)은

αn+1 = αn − f(αn)

f ′(αn)
=

1

2

(
αn +

2

αn

)
로 주어진다. 초깃값을 α0 = 1로 잡고 반복식을 적용하면,

α1 =
3

2
= 1.5

α2 =
1

2

(
3

2
+

4

3

)
=

17

12
= 1.4166666666

α3 =
1

2

(
17

12
+

24

17

)
=

577

408
= 1.41421568627

...

를얻는다. 이렇게구한 αn은수렴한다. 실제로각과정의오차를보면 |α2−α1| ≈ 0.085, |α3−α2| ≈
0.0024가 되고, α4도 구해 보면, |α4 − α3| ≈ 0.0000021이 된다는 것을 알 수 있다. 이 오차들이 빨리

작아지므로 αn이 수렴한다는 것을 알 수 있다. 따라서 구하는 근은 대략 1.41, 혹은 1.41421, 더 계산

하면 1.41421356237가 된다. 이들 중에서 선택할 근사값은 하용된 오차범위에 따라 결정하면 된다. 즉

오차범위가 10−2로 주어지면 처음 근사값을 택하면 되고, 오차범위가 10−11이라면 세번째 것을 택하면

된다. 참고로
√
2가 x2 − 2 = 0의 근이므로

√
2 ≈ 1.41421356237인 것을 알 수 있다.

위 예제에서 본대로 뉴턴의 방법을 적용하는 것은 간단하다. 하지만 여러가지 의문이 생긴

다. 가장 먼저 생기는 의문은 위와 같은 반복을 통해 얻은 수열 α0, α1, α2, · · ·가 항상 구하는
근 α로 가까이 간다는 것을 보장할 수 있을까이다. 불행인지 다행인지 일반적으로는 이 수열

이 방정식의 근으로 수렴하지 않는다. 아주 특수한 예이지만, 그림 ///처럼 반복법 (6.2)으로

구한수열이

α0 = α2 = α4 = · · · , α1 = α3 = α5 = · · · (6.3)

을만족하는경우도있다. 이러한경우에는분명히근으로수렴하지않는다.

그러면수열 {αn}이구하는근으로수렴하도록하려면어떻게해야할까? 혹은수렴하는지

를 판단하려면 어떻게 해야 할까? 여기서 뉴턴의 방법을 적용할 때 주의할 점을 몇 가지 정리

한다.

(i) 뉴턴 방법의 수렴성은 초깃값의 선택에 크게 좌우된다. 그러므로 초깃값을 구하는 근에

가능한 한 가까운 값으로 잡는 것이 매우 중요하다. 예를 들어 예제 6.1에서는 x = 1이

면 x2 − 2 < 0이고 x = 2이면 x2 − 2 > 0이므로 1과 2 의적당한값을초깃값으로택하

면될것이다.
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(ii) 수열 αn이 수렴한다는 것을 어떻게 판단할 수 있을까? 특히 근 α를 모르는 상태에서.

수열의 수렴에 대해서 배울 때 나온 코시(Cauchy) 수열의 개념을 이용하면 된다. 어떤

실수 수열이 수렴한다는 것과 그것이 수렴한다는 것은 동치이므로 ([1] 참고), {αn}이
코시수열이라는 것을 알면 된다. 예를 들어, 어떤 1보다 작은 실수 r이 있어서, 모든

n에대해조건

|αn+1 − αn| ≤ r−n (6.4)

이만족된다면, {αn}이코시수열이다.

(iii) 만약 αn이수렴하지않으면다른초기값을선택하여다시계산하여야한다.

예제 6.2 제 5 장 (5.25)에서 등장한 방정식

x sin
1

x
=

2

L

의 근을 L = 3일 때 구해 보자. 이 문제에 뉴턴의 방법을 적용하기 위해서는 초깃값을 잘 선택하는 것

이 아주 중요하다.

연습문제 6.1 방정식 x3 + 3x2 − 7x+ 1 = 0의 가장 큰 근의 근사값을 10−4 오차범위 내에서 구하라.

제 6.2 절 뉴턴 방법의 수렴성

뉴턴의방법을일차식 f(x) = ax+ b에적용시켜보자. 이경우에는초깃값 α0을무엇으로선

택하던간에

α1 = α0 −
f(α0)

f ′(α0)
= α0 −

aα0 + b

a
= − b

a

가되므로, 반복을한번만하면바로정확한해가된다.

이 장에서는 이차식에 뉴턴의 방법을 적용하여 만들어지는 수열 {αn}은 f ′(α0) =이 되는

초깃값을 제외하고는 항상 이차식의 두 근 중 하나로 수렴한다는 것을 보이기로 한다. 이러한

좋은성질을갖게하는이차식의특징은그것이아래로볼록(convex)하다는점이다.

이차식이

f(x) = (x− a)(x− b), a < b

로주어진다고하자. 점 x = a+b
2 에서 f ′(x) = 0이므로, 초깃값 α0는 α0 ̸= a+b

2 를만족해야한

다. 여기서는 α0 > a+b
2 이면, αn은 b로수렴한다는것을보이기로한다. α0 < a+b

2 이면, αn은

a로수렴하는데이것은같은방법으로보일수있다.

이경우뉴턴의반복식은

αn+1 = αn − f(αn)

f ′(αn)
= αn − (αn − a)(αn − b)

2αn − (a+ b)
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가된다. 이식의양변에서 b를빼면

αn+1 − b = αn − b− (αn − a)(αn − b)

2αn − (a+ b)
=

(αn − b)2

2(αn − b) + (b− a)
(6.5)

가된다. 특별히 n = 0이면,

α1 − b =
(α0 − b)2

2(α0 − b) + (b− a)

가 성립하는데, α0 ̸= a+b
2 가 성립하므로, 오른쪽 항의 분모가 양수가 되어 α1 ≥ b가 성립한다

는 것을 알 수 있다. 다시 식 (6.5)를 이용하면, n = 1, 2, . . .에 대하여 αn ≥ b가 성립하고, 또

αn > b라면
αn+1 − b

αn − b
=

(αn − b)

2(αn − b) + (b− a)
<

1

2

이성립한다. 이부등식을반복해서적용하면

αn+1 − b ≤ 1

2n
(α1 − b)

가성립하여 αn이 b로 2−n 정도의비율로아주빨리수렴한다는것을알수있다.

연습문제 6.2 삼차식 x3 + ax2 + bx + c = 0이 서로 다른 세 개의 실근 α < β < γ을 가진다고 가정

하고, 이 함수가 x = λ1에서 극댓값을, λ2에서 극솟값을 갖는다고 하자. α0 > λ2이면, 수열 αn은 γ로

수렴함을 증명하라.

연습문제 6.3 초깃값을 잘 선택하여 (6.1)의 가운데 근의 근사값을 10−4 오차범위 내에서 구하라.

제 6.3 절 연립방정식을 위한 뉴턴의 방법

지금까지 식이 하나만 있는 방정식의 근사해를 구하는 뉴턴의 방법에 대해서 알아보았다. 이

제 뉴턴의 방법을 연립방정식의 근사해를 구하는 문제로 확장해 보자. 뉴턴의 방법은 식이 여

러 개 있는 연립방정식에 적용할 수 있지만 여기서는 식이 두 개 있는 2원 방정식만을 다루기

로한다. 즉, 연립방정식  f1(x1, x2) = 0,

f2(x1, x2) = 0
(6.6)

을다룬다.

x1 = α, x2 = β가 이 연립방정식의 근이라 하자. 이 근을

[
α

β

]
라 표시하고, 이 근으로

수렴하는 점열(점들의 수열)

[
αn

βn

]
을 구해야 한다. 이 점열을 구하는 방법을 고안하는데 식
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(6.2)를다시살펴보는것이도움이된다. 식

αn+1 = αn − f(αn)

f ′(αn)

은

αn − αn+1 = f ′(αn)
−1f(αn)

으로다시쓸수있다. 이식을 2차원으로확장하려면, αn은

[
αn

βn

]
으로, f(αn)은

[
f1(αn, βn)

f2(αn, βn)

]
으

로 대치하면 될 것이라는 것을 어렵지 않게 짐작할 수 있을 것이다. 그러면 f ′(αn)
−1은 무엇

으로대치할수있을까? 미적분학에서배운야코비행렬(Jacobian matrix)을이용하면된다.

벡터함수 F를

F (x1, x2) =

[
f1(x1, x2)

f2(x1, x2))

]
라두면, F의야코비행렬은

DF (x1, x2) =


∂f1
∂x1

(x1, x2)
∂f2
∂x1

(x1, x2)

∂f1
∂x2

(x1, x2)
∂f2
∂x2

(x1, x2)


로정의한다. 이제 f ′(αn)

−1의위치에 DF (αn, βn)
−1을배치하면, 뉴턴의반복식은[

αn

βn

]
−

[
αn+1

βn+1

]
= DF (αn, βn)

−1F (αn, βn)

이된다. 편이상 bn =

[
αn

βn

]
라두면, 위반복식은

bn − bn+1 = DF (bn)
−1F (bn) (6.7)

으로 쓸 수 있다. 이 식을 이용하여 점열 {bn}을 구하면, 이 점열을 많은 경우 구하는 연립방

정식의근으로수렴한다.

식 (6.7)을이용하려면DF (bn)의역행렬DF (bn)
−1을구해야한다. 여기서다룬DF (bn)는

2 × 2 행렬이어서 역행렬을 구하는 것이 쉬운 일이지만, 일반적으로 식의 수가 n개이면

DF (bn)는 n× n 행렬이되어그역행렬을구하는것이쉬운일이아니다. 그래서보통

DF (bn)(bn − bn+1) = F (bn)

을풀어 bn+1을구한다. 즉

DF (bn)(cn) = F (bn) (6.8)
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을풀어 cn을구한후,

bn+1 = bn − cn (6.9)

을이용하여 bn+1을구한다.

예제 6.3 연립방정식 2x1 − x2 = −3,

x1 − 2x2 = 0

의 해를 뉴턴의 방법을 이용해 구해보자. F (x1, x2) = (2x1 − x2 + 3, x1 − 2x2)이므로,

DF (x1, x2) =

[
2 1

−1 −2

]

이므로, 반복식 (6.7)은 [
αn

βn

]
−

[
αn+1

βn+1

]
= −1

3

[
−2 −1

1 2

][
2αn − βn + 3

αn − 2βn

]

가 된다. 초깃값을 α0 = 0, β0 = 0로 잡으면,[
αn

βn

]
=

[]
,

[
αn

βn

]
,

[
αn

βn

]
,

연습문제 6.4 비선형 연립방정식 x1 − 3x2 + ex1 = 1,

2x1 − x2 + e2x2 = 0

의 해의 근사값을 뉴턴의 방법을 이용해 구한다.

(i) 반복식을 기술하라.

(ii) 초깃값 α0 = 0, β0 = 0에서 출발하여 α3, β3을 구하라.

(iii) (ii)에서 구한 근사값을 연립방정식에 대입하여, 방정식을 근사적으로 만족하는지 확인하라.

연습문제 6.5 점 A = (0, 0)과 점 B = (1,−1)을 연결하는 최속강하선을 구하기 위해서는 싸이클로이

드의 h를 결정하면 되는데, 연립방정식 (5.12)나 방정식 (5.13)을 풀면 된다. 이 방정식들의 근사해를

뉴턴의 방법을 이용해 구하고, 최속강하선을 그려라.
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제 7 장

근사 곡선 구하기-점근적 해석

문제: x가 무한대로 커져갈 때 곡선 y + y5 = x의 점근적 행동을 나타내는 양함수 y =

v(x)를구하라.

곡선식 y + y5 = x는 음함수의 형태로 주어져 있다. 이 장에서 다룰 문제는 이 식을 x →
∞일 때 양함수 y = v(x)의 형태로 나타내는 것이다. 물론 이 방정식을 y에 대해서 풀 수 있

으면 풀면 되지만 일반적으로 풀 수 없다는 것이 어려운 점이다. 이 장에서는 v(x)의 근사함

수를구하는점근적방법에대해서다룬다.

예를 들어 쌍곡선 x2 − y2 = 1은 x가 아주 클 때에는 직선 y = x에 아주 가까워지는데, 직

선 y = x를쌍곡선의점근식이라한다. 이장에서다루는내용은다르게얘기하자면일반적인

곡선의점근식을구하는방법이다.

x 

그림 7.1: 곡선의 점근적 형태

63
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제 7.1 절 무한대에서의 점근식

먼저많이쓰이는표현하나를설명한다. 두개의함수 f(x), g(x)가

lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0

을만족할때,

x = a 근처에서 f(x) = o(g(x))

라표현하고, ‘f(x)는 little o g(x)’로읽는다. 영어로는

f(x) = o(g(x)) as x → a

라 표현된다. 여기서 a는 실수이거나 ±∞이다. 반면, 어떤 상수 C가 있어서 x = a근처의 모

든 x에대해

|f(x)| ≤ Cg(x)

가성립하면,

x = a 근처에서 f(x) = O(g(x))

라표현하고, ‘f(x)는 big O g(x)’로읽는다.

이제 x → ∞일때, y+y5 = x의점근식을구해보자. x → ∞이면 y+y5 → ∞이고,따라서

y → ∞가 성립한다. 그런데 y 가 아주 클 때 y와 y5을 비교하면 y5이 훨씬 크므로 y → ∞일
때 y + y5의 행동을 결정하는 항은 y5이다. 그러므로 y5 ≈ x가 성립해야 한다. 좀 더 구체적

으로 y ≈ x가성립하지않는다는것을보이기로하자. 이것이성립한다면,

y(x) = x+ y1(x)

로표현할수있는데, y1(x)는 x에비해상대적으로작으므로

x = a 근처에서 y1(x) = o(x)

를만족해야한다. 즉,

lim
x→∞

y1(x)

x
= 0

이성립한다. 이식을 y + y5 = x에대입하면,

(x+ y1) + (x+ y1)
5 = x

가성립하는데, 식의양변을 x로나누면,

(1 +
y1
x
) +

(x+ y1)
5

x
= 1
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이성립한다. 이제 x를무한대로보내면,

lim
x→∞

(x+ y1)
5

x
= 0

이성립해야한다. 하지만이식은

lim
x→∞

x4
(
1 +

y1
x

)5
= 0

을의미하므로성립할수없다. 즉 y ≈ x는성립하지않는다.

x → ∞일때 y5 ≈ x가성립하므로,

y(x) = x
1
5 + y1(x), y1(x) = o

(
x

1
5

)
이성립한다. 달리표현하면,

y(x) = x
1
5 (1 + u1(x)) , u1(x) = o(1)

이 성립해야 하는데, 이 표현식에서 함수 u1(x)를 결정해야 한다. 이 식을 y + y5 = x에 대입

하면,

x
1
5 (1 + u1) + x(1 + u1)

5 = x,

즉,

x− 4
5 (1 + u1) + (1 + u1)

5 = 1

을얻는다. 이항전개식을이용해이식을정리하면

x− 4
5 + o(x− 4

5 ) + (1 + 5u1 + o(u1)) = 1

을얻게되는데,

u1(x) = −1

5
x− 4

5 + o(x− 4
5 )

으로두면이식이만족된다. 즉,

y(x) = x
1
5

(
1− 1

5
x− 4

5 + o(x− 4
5 )

)
이성립한다.

보다정교한점근식을구하려면,

y(x) = x
1
5

(
1− 1

5
x− 4

5 + u2(x)

)
(u2(x) = o(x− 4

5 ) )

이라두고 u2를정하면된다. 즉, 이식을 y + y5 = x에대입하면

x− 4
5

(
1− 1

5
x− 4

5 + u2

)
+

(
1− 1

5
x− 4

5 + u2

)5

= 1
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x 

y 

그림 7.2: 곡선의 점근적 형태

얻게되는데, 이식을전개해 u2를정하면 u2(x) ≈ − 1
25x

− 8
5라는것을알수있다. 그러므로,

y(x) = x
1
5

(
1− 1

5
x− 4

5 − 1

25
x− 8

5 + o(x− 8
5 )

)
이성립한다. 더많은항을구하려면위와같은과정을반복하면된다.

제 7.2 절 0에서의 점근식

이절에서는 x = 0근처에서곡선 y+y5 = x의점근식을구해보자. x → 0이면, y+y5 → 0이

성립한다. 그런데 y + y5 = y(1 + y4)이고 1 + y4 ≥ 1이므로, y → 0이성립한다. 이경우 y와

y5의 크기를 비교하면 y가 훨씬 크므로 y = 0 근처에서의 y + y5의 행동은 y가 결정한다. 그

러므로 y ≈ x가성립한다.

연습문제 7.1 y5 ≈ x가 성립하지 않음을 보여라.

y(x)의점근식을구하기위해

y(x) = x (1 + u1(x)) (u1(x) = o(1) )

라두자. 이식을 y + y5 = x에대입하면,

x (1 + u1(x)) + x5 (1 + u1(x))
5
= x

가되어, u1(x) ≈ −x4이되어야한다는것을알수있다. 즉

y(x) = x
(
1− x4 + o(|x|4)

)
(x → 0 )

가성립한다. 더정교한점근식을구하기위해

y(x) = x
(
1− x4 + u2(x)

)
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라 두고 u2를 정하면 u2(x) ≈ 5x8이 되어야 한다는 것을 알 수 있다. 그러므로, 구하는 점근

식은

y(x) = x
(
1− x4 + 5x8 + o(|x|8)

)
(x → 0 )

로주어진다는것을알수있다. 물론이러한과정을반복하여더정교한점근식을구할수있

다.

연습문제 7.2 곡선 y + y6 = x는 점 (0, 0)을 지날 수도 있고, 점 (0,−1)을 지날 수도 있다. 각각의 점

근처에서 x → 0일 때 곡선의 점근식 y = y(x)의 처음 두 항을 구하라.

연습문제 7.3 x → 0일 때와 x → ∞일 때, 곡선

y ey = x

의 점근식 y = y(x)의 처음 세 항을 각각 구하라. x → 0일 때에는 점근식이 각각 두 가지가 생길 수 있

다는 점에 주의해서 모든 점근식을 구하라.
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제 8 장

금침의 온도; 편미분방정식

문제: 금침의온도를구하라.

그림 8.1과같이금침을알코올램프같은것으로달구다가램프를치우면금침의온도가내

려가기시작한다. 이장에서다룰문제는시간에따른온도의변화를구하는것이다.

제 8.1 절 방정식의 유도; 수학적 모델링

시간에 따른 금침의 온도 변화를 결정하는 물리적 현상은 열전도(heat conduction) 현상인데,

이절에서는열전도현상을나타내는열방정식을유도한다. 일반적으로자연현상혹은공학의

문제를 수학문제로 바꾸는 작업을 수학적 모델링이라 부르며, 최근에 들어 수학의 응용성이

강조되면서, 이 작업은 점점 더 중요해지고 있다. 특히 수학을 산업현장에 직접적으로 응용하

기 위해서는 반드시 수학적 모델링의 과정을 거쳐야 한다는 것은 자명하다. 어떤 현상을 수학

그림 8.1: 금침과 램프

69
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적으로 모델링하기 위해서는 그 현상을 지배하는 자연 법칙을 알아야 한다. 여기서 다룰 열전

도현상을지배하는자연법칙은푸리에의법칙, 즉열은 온도를 가장 빨리 떨어뜨리는 방향으

로 전도된다는것이다.

Ω를 3차원 유계영역이라 하자 (여기서의 논의는 2차원 혹은 1차원 영역에서도 유효하다).

q(x, t)를 공간의 점 x와 시간 t에서의 열속벡터(heat flux vector: 단위면적당 단위시간당 열

전도량과 방향을 나타내는 벡터)라 하자. 또 Ω가 예를 들어, 순도 100%의 구리등 균질의 물

질로 이루어져 있다고 가정하자. 함수 u(x, t)를 점 x, 시간 t에서의 온도를 나타내는 함수라

고하면, 온도를가장빨리떨어뜨리는방향, 즉함수값을가장빨리작게만드는방향은 −∇u

방향이다 (여기서 ∇u는 u의 x에 대한 그레디언트를 나타낸다). 열은 온도를 가장 빨리 떨어

뜨리는방향으로전도된다는법칙을식으로표현하면

q(x, t) = −κ∇u(x, t) (8.1)

가 된다. 여기서 κ는 열전도율(heat conductivity)라 불리는 상수이다. (Ω가 균질의 물질로

이루어지지않았다면, κ는 x에의존하는함수가된다.)

영역 Ω에포함되는임의의영역 V를설정하고그경계를 ∂V라하자. 그러면, V에서생겨

나는열의총량은내부의열원(heat source)에의한것과경계 ∂V를통하여전도되는열(heat

flux)의 합이다. 열원이 시간에 따라 변화하지 않는다고 가정하고 열원을 함수 g(x)로 표시하

면, V에서생겨나는열의총량은∫∫∫
V

g(x)dx+

∫∫
∂V

q · (−n)dS

가된다. 여기서 n은표면 ∂V에수직이고 V의바깥방향을향하는단위벡터이다. 위에서첫

번째 적분은 열원에 의해 생기는 열의 총량을 나타내고, 두번째 적분은 경계 ∂V를 통해 유입

되는열의총량을나타낸다. 벡터장 F = (f1, f2, f3)의발산을 ∇ · F, 즉

∇ · F =
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

+
∂f3
∂x3

으로나타내자. 관계식 (8.1)과일반수학에서배운발산정리에의하여∫∫
∂V

q · (−n)dS =

∫∫
∂V

κ∇u · ndS =

∫∫∫
V

∇ · (κ∇u)dx

가성립하므로, V에서생겨나는열의총량은∫∫∫
V

[g(x) +∇ · (κ∇u)]dx

가된다. 이열이 V에서온도변화를일으키므로,

k

∫∫∫
V

∂u

∂t
(x, t)dx =

∫∫∫
V

[g(x) +∇ · (κ∇u)]dx
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가성립해야한다. 여기서 k는물질의밀도에의존하는상수이다. 위식을다시쓰면∫∫∫
V

[
k
∂u

∂t
(x, t)− g(x)−∇ · (κ∇u)

]
dx = 0

이되는데, 이식이임의의영역 V에서성립하려면

k
∂u

∂t
(x, t) = g(x) +∇ · (κ∇u) (8.2)

가 성립해야 한다. 이 방정식을 열방정식(heat equation)이라 부르는데, 이 방정식을 풀면 영

역 Ω의 점 x와 시점 t에서의 온도 u(x, t)를 구할 수 있다. 열방정식은 앞에서 배운 상미분방

정식과달리편도함수가포함되어있는방정식인데, 이렇게편도함수에대한미분방정식을편

미분방정식이라한다.

만약내부의열원이없다면 g = 0이되어미분방정식은

k
∂u

∂t
(x, t) = ∇ · (κ∇u)

의형태를띄게된다. 또 κ와 k가상수라면, 방정식은

∂u

∂t
(x, t) = c∇ · (∇u) (c =

κ

k
)

가된다.

이차원에서 ∇ · (∇u)를계산하면

∇ · (∇u) = ∇ · (∂u
∂x

,
∂u

∂y
) =

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

가되는데, 일반적으로

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

라쓰고, ∆를라플라스작용소라부른다. 따라서열원이없는상태에서열방정식은

∂u

∂t
(x, t) = c∆u (8.3)

가된다. 삼차원에서는

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

이된다.

일차원에서는

∆ =
∂2

∂x2

이므로, 이경우열방정식은
∂u

∂t
(x, t) = c

∂2u

∂x2
(8.4)

가 된다. 이 장에서 다루는 금침의 온도 변화 문제도 시간을 제외하고 공간 만을 고려하면 일

차원문제이므로관련미분방정식은 (8.4)가된다.
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제 8.2 절 금침의 온도분포

이 절에서는 금침의 온도 변화를 구한다. 금침의 길이를 L이라 하고 그 왼쪽 끝의 좌표를 0,

오른쪽 끝을 L이라 두자. 금침의 온도분포 u = u(x, t)(x는 금침의 점의 좌표, t는 시간을 나

타낸다)는열방정식 (8.4)을만족한다. 이방정식에서논의를간단히하기위해 c = 1로두면,

열방정식은
∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
(t > 0, 0 < x < L) (8.5)

이 된다. 금침을 달구던 램프를 치운 시점 t = 0에서 금침의 온도분포를 u0(x)라 하면,

u(x, t)는초기조건

u(x, 0) = u0(x) (0 ≤ x ≤ L) (8.6)

를만족한다. 또금침의양끝의온도가 0이되도록유지한다면, u(x, t)는경계조건

u(0, t) = u(L, t) = 0 (t ≥ 0) (8.7)

을 만족해야 한다. 그러므로, 금침의 온도분포를 구하는 문제는 방정식 (8.5)의 해 중에서 조

건 (8.6)과 (8.7)을만족하는것을구하는문제에귀착한다.

이 절에서 문제 (8.5)-(8.7)을 다루는 방법은 푸리에(Joseph Fourier, 1768-1830)가 그의 책

“Théorie analytique de la chaleur(열의 해석적이론)” (1822)에서제시한 것이다. 이역작은

인류의 과학 기술 문명에 지대한 영향을 끼쳤는데, 푸리에급수 이론이 이 책에서 시작된 것이

다. 사실푸리에급수이론이없었다면현대정보통신기술은존재하지않았을것이다.

푸리에가 제시한 아이디어를 살펴보기로 하자. 먼저 조건 (8.6)과 (8.7)에서 u0(0) =

u0(L) = 0이 성립한다는 것을 확인할 수 있다. 논의를 간단히 하기 위해서 L = π라고 가

정하자. x = 0과 x = π에서 0이되는함수로는

sinx, sin 2x, . . . , sinnx, . . .

등이 있는데, 이 함수들은 주기가 2π의 자연수 배가 되는 함수들이다. 푸리에의 획기적인 아

이디어는 u0(0) = u0(π) = 0을만족하는함수는항상

u0(x) = α1 sinx+ α2 sin 2x+ · · ·+ αn sinnx+ · · · , 0 ≤ x ≤ π (8.8)

로 표현할 수 있다는 것이다. 여기서 α1, α2, . . .는 상수들이다. 만약 u0(0) = u0(π)(0이 아니

더라도)이성립한다면

u0(x) = α0 + α1 sinx+ α2 sin 2x+ · · ·+ αn sinnx+ · · · , 0 ≤ x ≤ π (8.9)

로 표현된다. 식 (8.9)처럼 함수 u0를 표현하는 급수를 u0의 푸리에 싸인급수(Fourier sine

series)라부른다.
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초깃값 u0의 푸리에 싸인급수 전개는 주어진 열방정식 문제를 푸는데 결정적인 역할을 한

다. 먼저 임의의 자연수 n에 대하여 함수 e−n2t sinnx가 열방정식 (8.5)의 해가 된다는 것을

쉽게 확인할 수 있다. 그러므로 초깃값 u0의 푸리에 싸인급수가 (8.8)로 주어진다면, 우리가

다루는온도분포문제의해는

u(x, t) = α1e
−t sinx+ α2e

−2t sin 2x+ · · ·+ αne
−n2t sinnx+ · · · (8.10)

이 된다. 즉, 위 무한합의 각 항이 (8.5)의 해이므로 그것들의 합 u(x, t)도 해이며(중합의 원

리),

u(x, 0) = α0 + α1 sinx+ α2 sin 2x+ · · ·+ αn sinnx+ · · · = u0(x)

이므로 초기 조건을 만족한다. 그리고 u(x, t)가 경계조건 (8.7)를 만족한다는 것을 쉽게 확인

할수있다.

이제푸리에싸인급수의계수 αn(푸리에계수라부른다)을결정하는방법에대해서살펴보

자. 모든자연수 m,n에대하여

2

π

∫ π

0

sinmx sinnx dx = δmn (δnm은크로네커의델타)

이된다는것을쉽게확인할수있다. 그러므로 (8.8)의양변에 sinnx를곱하여적분하면,

αn =
2

π

∫ π

0

u0(x) sinnx dx, n = 1, 2, . . . (8.11)

가 된다. 그러므로 초기조건 u0가 주어지면, (8.11)를 이용하여 푸리에 계수를 구하고, 식

(8.10)을이용하여주어진금침의온도분포문제의해를구할수있다.

연습문제 8.1 초기조건이 u0(x) = x(π − x)일 때, 금침의 시간에 따른 온도분포를 구하라.

참고. 구간의 길이가 π가 아니고 일반적으로 L인 경우에는 f(0) = f(L) = 0을 만족하는 모

든 f에대해다음푸리에싸인급수전개식이성립한다.

f(x) = α1 sin
π

L
x+ α2 sin

2π

L
x+ · · ·+ αn sin

nπ

L
x+ · · · , 0 ≤ x ≤ L. (8.12)

여기서푸리에계수 αn은

αn =
2

L

∫ L

0

f(x) sin
nπ

L
xdx, n = 1, 2, . . . (8.13)

이된다.
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그림 8.2: 신호=함수

그림 8.3: 싸인 그래프

제 8.3 절 푸리에 급수와 신호

앞절에서 f(0) = f(π) = 0을만족하는함수 f에대해서, 푸리에싸인급수전개식

f(x) = α1 sinx+ α2 sin 2x+ · · ·+ αn sinnx+ · · · , 0 ≤ x ≤ π (8.14)

가 성립한다는 것을 보았다. 이 절에서는 이 식이 신호처리와 관련하여 가지는 중요한 의미를

간단히살펴보기로한다.

함수 f(x)의 그래프가 그림 8.2과 같이 주어진다고 하자. 그림은 신호(signal)같아 보이기

도 한다. 사실 신호는 시간에 따라 변하는 함수이다. 그러므로 함수 f(x)가 (8.14)과 같이 표

현된다는 것은, 신호를 주기가 2π인 성분, 4π인 성분, 6π인 성분(그림 8.3 참고)등으로 분해

할수있다는것을의미한다. 또 (8.11)에따르면, 주기가 2nπ인성분의크기 αn은

αn =
2

π

∫ π

0

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, . . . (8.15)

으로 주어진다. 이것은 신호 f(x) (0 ≤ x ≤ π)와 수열 {αn}이 동일한 정보를 가지고 있다는
것을 의미한다. 즉, 신호 f(x)를 알면 식 (8.15)를 이용하여 수열 {αn}을 구할 수 있고, 반대

로수열 {αn}을알면식 (8.14)을이용하여신호 f(x)를복원할수있다.
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그림 8.4: 푸리에급수의 수렴. 검은 선: 원 신호, 파란 선: S1, 분홍 선: S2, 붉은 선: S3

뿐만아니라, 유한개의푸리에계수 α1, α2, . . . , αN을이용하여

SN (x) = α1 sinx+ α2 sin 2x+ · · ·+ αN sinNx (8.16)

라 정의하면, 일반적으로 SN (x)는 N이 점점 커지면 f(x)로 수렴한다. 신호 f(x)의 좋은 근

사를구할수있다. 그림 8.4는 f(x) = x3(π−x)2일때 S1, S2, S3의그래프인데, SN이 f(x)로

가까이 간다는 것을 확연히 보여준다. 그러므로 N을 충분히 크게 잡으면 신호 f(x)의 좋은

근사를 구할 수 있다는 것을 의미한다. 그러므로 신호 f(x)를 유한개의 수 α1, α2, . . . , αN로

표현할수있다는것을의미한다.

지금까지 푸리에 급수에 대해 다룬 내용은 기술적인 측면에서 매우 중요한 의미를 지니고

있는데, 이를 알기 위해 신호를 전송하는 상황을 고려해 보자. 신호는 0과 π사이의 모든 x에

서 함수값 f(x)의 모음이다. 그러므로 신호를 다른 사람에게 전송하기 위해서는 f(x) (0 ≤
x ≤ π)를 모두 보내야 할 것으로 생각할 수 있다. 하지만 앞에서 논의한 바에 따르면 신호

를 보내기 위해서는 유한개의 수 α1, α2, . . . , αN만 보내면 된다. 이는 이 수를 받은 사람이

(8.16)를이용하여 SN를계산하면이것이원신호의좋은근사가되기때문이다. 이것은세상

을바꾼획기적인아이디어였다.

연습문제 8.2 신호 f(x) = x(x − 1)(x − π)의 푸리에 계수 α1, α2, α3을 구하고, S1, S2, S3의 그래프

를 그려 f(x)의 그래프와 비교하라.
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제 9 장

전기 전도; 디리클레 문제

문제: 전기 전도체의 경계에 전압을 걸었을 때 전도체 내부에서 발생하는 전압 분포를 구하

라.

제 9.1 절 디리클레 문제

전기전도현상은전류의확산이라는측면에서열의확산인열전도현상과같다. 하지만큰차이

가 있는데, 전기전도는 삽시간에 일어나기 때문에 시간에 따른 변화는 무시할 수 있다. 따라

서 전기전도의 경우에는 방정식 (8.3)에서 ∂u
∂t = 0이 되어 전기전도를 나타내는 편미분방정식

은

∆u = 0

이되며, 이방정식의해 u(x)가영역내부에서전압분포를나타낸다.

영역 Ω를 2차원 혹은 3차원 공간에 있는 유계영역(bounded domain)이라 하고 S = ∂Ω를

Ω의 경계라 하자. Ω는 전도체를 나타낸다. 이 영역의 경계에 전압 f를 걸었다는 뜻은 Ω에서

의 전압분포를 나타내는 함수 u가 Ω의 경계 S에서 u = f를 만족한다는 것이다. 그러므로 이

장에서다루는문제는 ∆u = 0 in Ω,

u = f on S
(9.1)

의 해 u를 구하는 문제를 말한다. 이 문제를 라플라스방정식의 경곗값문제 혹은 수학자 디리

클레(Lejeune Dirichlet, 1805-1859)의 이름을 따서 디리클레 문제라 한다. 이 문제는 고전적

인 문제로 19세기 이후 수학의 중요한 부분으로 자리잡고 있으며, 디리클레 문제를 다루기 위

한수많은방법들이고안되었다. 이문제의역사를보면, 바이에르스트라스(Karl Weierstrass,

77
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1815-1897), 프앙까레(Henri Poincaré, 1854-1912), 힐버트(David Hilbert, 1862-1943)와같은

위대한 수학자의 이름을 발견할 수 있다. 현재는 디리클레 문제에 대한 이해의 수준이 매우

높아 이 문제에 대한 새로운 관심사를 발견하기는 어렵지만, 보다 복잡한 편미분방정식 문제

를이해하는기초적문제로서디리클레문제는편미분방정식이론의중심을차지하고있다.

디리클레 문제를 가지고 편미분방정식 이론과 계산 분야에서 다루는 중심 주제에 대해서

잠시살펴보기로하자.

수학적 모델링(mathematical modelling): 자연현상이나 법칙 등을 이용하여 주어진 문제

를 수학적으로 표현하는 과정을 말한다. 이 과정은 현대에 들어와 그 중요성이 점점 부각되고

있다. 많은편미분방정식이이과정을통해탄생한다.

해의 존재성(existence of solution): 주어진 편미분방정식의 해가 존재하는가 하는 질문이

다. 디리클레 문제 (9.1)이 전기전도현상을 나타내는 것과 같이 편미분방정식이 자연현상을

나타내므로 방정식의 해가 존재해야 한다고 주장할 수 있는데, 이것은 어느 정도 수긍할 만한

논점이다. 하지만편미분방정식으로모델링된문제는그대상이되는현상을근사적으로나타

내고 있을 뿐, 현상을 완전하게 나타낼 수는 없다. 그러므로 해의 존재성이 문제가 된다. 이

문제와아래에서논의할유일성, 안정성, 수치적계산등을다루기위해많은고등수학적방법

들이고안되었다.

해의 유일성(uniqueness of solution): 해가있다면단하나만있는가하는질문이다. 디리

클레 문제의 해가 전압분포를 나타내는 것이므로 당연히 해는 하나여야 한다고 생각할 수 있

으며, 이러한 생각도 충분한 근거가 있다. 하지만, 유일성의 질문과 마찬가지로 편미분방정식

이 자연현상을 완전하게 표현하고 있는 것이 아니며 자연현상에서는 작용하는 여러가지 사소

한 조건들이 무시되어 있기 때문에 자연현상에서는 단 하나인 현상이 수학문제로 변화되면서

2개혹은여러개의해를가지게될런지모른다. 실제로해가없는미분방정식, 해가무수히많

은 미분방정식 문제가 있다. 유일성은 이론적인 측면뿐만 아니라 해를 계산하는 실제적 측면

에서도 중요하다. 해가 유일하지 않다면, 수치적 계산에도 문제가 생기며, 설령 계산을 할 수

있어도구한해가우리가원하는해인지를확인하여야한다.

디리클레 문제 (9.1)의 해가 유일하다는 것을 어렵지 않게 보일 수 있다. 해의 유일성을 보

이려면, 해가 u1, u2라면 u1 = u2임을보이면된다. 각각의 uj는다음식을만족한다.∆uj = 0 in Ω,

uj = f on S.

두해를빼고, u = u1 − u2 라두면 ∆u = 0 in Ω,

u = 0 on S
(9.2)
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가성립하는데, 이것을만족하는함수는 u = 0 밖에없음을보이면된다. ∆u = 0 이므로,

|∇u|2 = ∇u · ∇u = ∇ · (u∇u)− u∆u = ∇ · (u∇u)

가성립한다. 등식의양끝을적분하면, 발산정리에의하여∫
Ω

|∇u|2dx =

∫
Ω

∇ · (u∇u)dx =

∫
S

u∇u · ndS = 0

이 성립하는데, 마지막 등식은 S에서 u = 0이기 때문에 성립한다. 그러므로, Ω에서 ∇u =

0이고, 따라서 u는 Ω에서상수인데, u의경곗값이 0이므로이상수는 0이다.

해의 안정성(stability of solution): 편미분방정식의 해가 주어진 경계값 f가 변하면 어떻

게 달라지는가에 대한 질문이다. 특히 경계값 f가 조금 변하면 그에 따른 해 u도 조금 변

하는가 하는 질문이다. 이것도 이론적으로 뿐만 아니라 실제적으로도 매우 중요한 문제이다.

예를 들어 디리클레 문제 (9.1)를 생각해 보자. 경계에서 전압(f)를 측정하여 내부의 전압분

포(u)를 알려고 하는 것이다. 하지만 지구상의 어떤 계기도 전압을 정확히 측정할수 없고 측

정치에는 항상 오차가 포함되어 있다. 만약 (9.1)가 안정적이지 않다면 (이런 경우 문제가 ill-

posed 되었다고 한다) 그 측정치를 가지고 구한 해 u는 구하고자 했던 전압분포와는 전혀 다

른 것일 수 있다. 실제로 안정되어있지 못한 문제는 많이 있으며 기상관측 등에서 자주 등장

하는카오스가그좋은예이다. 다행히 (9.1)는안정적이라는것이증명되었다.

해를 구하는 수치적 방법 (numerical methods): 해를콤퓨터를이용하여정확하고빠르게

계산하는방법을말한다. 대부분의미분방정식이해석적방법으로풀리지않으므로, 미분방정

식을현실문제에응용하기위해서는수치적방법의적용이필수적이다.

연습문제 9.1 디리클레이 문제를 1차원에서 나타내면: Ω = (a, b), S = {a, b}가 되고, 방정식은u′′ = 0 in Ω,

u(a) = c1, u(b) = c2

가 되는데, 이것은 아주 쉬운 상미분방정식의 경계치문제 (boundary value problem for ordinary dif-

ferential equations)이다. 다음 문제의 해를 구하라.u′′(x) = 0, 0 < x < 1,

u(0) = 1, u(1) = 3.

제 9.2 절 사각형 영역에서의 디리클레 문제 해법

이절에서는 디리클레 문제 (9.1)의 해를 해석적 방법으로 구하는 한가지 방법을 공부한다. 이

절에서부터 주어진 영역 Ω는 사각형 영역, 즉 Ω = { (x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b } 이다. 디
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리클레문제를다시표현하자면,
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0, 0 < x < a, 0 < y < b;

u(x, 0) = f1(x), u(x, b) = f2(x), 0 < x < a;

u(0, y) = g1(y), u(a, y) = g2(y), 0 < y < b.

(9.3)

경곗값이연속이라면, f1(0) = u(0, 0) = g1(0)이성립해야하고, 같은이유에서 f1(a) = g2(0),

f2(0) = g1(b), f2(a) = g2(b)가성립한다는것을확인할수있다.

여기서는 이 문제를 이른바 변수분리(separation of variables) 방법을 이용하여푼다. 먼저

사각형의 꼭지점에서 경곗값이 모두 0이라 가정하자. (이것이 성립하지 않는 경우는 나중에

다룬다.) 즉, f1(0) = f1(a) = 0, f2(0) = f2(a) = 0, g1(0) = g1(b) = 0, g2(0) = g2(b) = 0이

성립한다. 문제 (9.1)을다음의두문제로분리하자.

(D1)


(D1.1)

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0, 0 < x < a, 0 < y < b;

(D1.2) u(x, 0) = f1(x), u(x, b) = f2(x), 0 < x < a;

(D1.3) u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, 0 < y < b.

(D2)


(D2.1)

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0, 0 < x < a, 0 < y < b;

(D2.2) u(x, 0) = 0, u(x, b) = 0, 0 < x < a;

(D2.3) u(0, y) = g1(y), u(a, y) = g2(y), 0 < y < b.

문제 (D1)과 (D2)의해를더하면문제 (9.1)의해를얻는다.

먼저방정식 (D1)을풀기로하자. 변수분리방법이란, u(x, y) = X(x)Y (y) 형태의해를구

하는것을말한다. u(x, y)가이러한형태라면방정식 (D1.1)은다음과같이쓸수있다.

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0.

다시쓰자면,
X ′′(x)

X(x)
= −Y ′′(y)

Y (y)
.

이항등식이모든 x, y에대하여성립하려면양변이모두상수이어야한다. 즉,

X ′′(x)

X(x)
= −Y ′′(y)

Y (y)
= −λ2 (λ > 0). (9.4)

한가지눈여겨보아야할것은 −λ2는음수라는것이다. 이렇게음수가되어야하는이유는다

음경계치문제(고윳값문제라불린다)의해의존재성때문이다. 식 (9.4)의첫번째등식과경
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계조건 (D1.3)에의하여다음 2계상미분방정식의경곗값문제가유도된다.X ′′(x) + λ2X(x) = 0, 0 < x < a;

X(0) = X(a) = 0.

이 문제의 해가 존재하려면 λ = λn = nπ
a (n = 1, 2, . . .)이어야 하고, 이때 해는 Xn(x) =

sin(λnx)의상수배이다.

연습문제 9.2 바로 위 문장을 증명하라.

λ = λn일때, 방정식 (9.4)의두번째식인 Y ′′(y)− λ2Y (y) = 0 의해는

Yn(y) = αn cosh(λny) + βn sinh(λny)

이다. 따라서, Xn(x)Yn(y)는 방정식 (D1.1)의 해가 되고, 문제 (D1)의 해를 다음과 같이 나

타낼수있다.

u(x, y) =

∞∑
n=1

[αn cosh(λny) + βn sinh(λny)] sin(λnx).

이 해는 이미 경계조건 (D1.3)를 만족하고 있으며, 이제 남은 과제는 (D1.2)를 만족하도록 계

수 αn과 βn을결정하는것이다. 계수 αn과 βn은다음을만족한다.

u(x, 0) =
∞∑

n=1

αn sin(λnx) = f1(x),

u(x, b) =
∞∑

n=1

[αn cosh(λnb) + βn sinh(λnb)] sin(λnx) = f2(x).

그런데, 가정에 의해 f1(0) = f1(a) = 0, f2(0) = f2(a) = 0이므로, 푸리에 전개식 (8.12)과

(8.13)에의하면

fj(x) =
∞∑

n=1

(
2

a

∫ a

0

fj(x) sin(λnx)dx

)
sin(λnx), i = 1, 2

가성립한다. 그러므로, 위식에서 αn과 βn을결정하면

αn =
2

a

∫ a

0

f1(x) sin(λnx)dx,

βn =
1

sinh(λnb)

[
2

a

∫ a

0

f2(x) sin(λnx)dx− αn cosh(λnb)

]
.

똑같은방법으로 (D2)를풀면,

u(x, y) =
∞∑

n=1

[An cosh(µnx) +Bn sinh(µnx)] sin(µny), µn =
nπ

b
(9.5)
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이고,

An =
2

b

∫ b

0

g1(y) sin(µny)dy (9.6)

Bn =
1

sinh(µna)

[
2

b

∫ b

0

g2(y) sin(µny)dy −An cosh(µna)

]
. (9.7)

연습문제 9.3 식 (9.5)-(9.7)을 유도하라.

지금까지 설명한 변수분리법은 사각형의 꼭지점에서 경곗값이 모두 0이라는 조건, 즉

u(0, 0) = u(0, b) = u(a, 0) = u(a, b) = 0이라는 조건 하에서 적용할 수 있다. 그러면 이

조건이만족되지않는경곗값에대해서는어떻게 (9.3)의해를구할지살펴보자.

사각형의꼭지점에서경곗값이다음과같이주어진다고하자.

u(0, 0) = c1, u(0, b) = c2, u(a, 0) = c3, u(a, b) = c4. (9.8)

함수 1, x, y, xy는모두 ∆u = 0을만족한다1. 함수 w(x, y)를

w(x, y) = d1 + d2x+ d3y + d4xy (9.9)

라두면, w도 ∆w = 0을만족한다. 여기서계수 d1, d2, d3, d4는

w(0, 0) = c1, w(0, b) = c2, w(a, 0) = c3, w(a, b) = c4

가성립하도록선택한다. 물론그러한 d1, d2, d3, d4는쉽게구할수있다.

함수 u가 (9.3)의해일때, v = u − w라두면, ∆v = 0이고사각형의네꼭지점에서 v의값

이 0이 된다. 그러므로 이 절의 앞부분에서 다룬 변수분리법을 이용해 v를 구하면, 우리가 구

하는해는 u = v + w가된다.

연습문제 9.4 다음 편미분방정식의 해를 구하라.∆u = 0 in Ω = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}

u(x, 0) = x, u(0, y) = y, u(x, 1) = u(1, y) = 1.
(9.10)

제 9.3 절 해의 수치적 계산

이제 디리클레문제를 수치적으로 푸는 한 방법을 공부하기로 하자. 미분방정식을 수치적으로

푼다는 것은 미분방정식을 대수방정식으로 바꾸고 그 방정식을 푼다는 것을 의미한다. 이 방

법은미분을대수식으로바꾸는과정에서필연적으로오차를수반하며, 따라서수치적방법으

1∆u = 0을만족하는함수를조화함수(harmonic function)라부른다.
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(i,j)

i

yj

0

b

a

(i,j−1)

(i,j+1)

(i−1,j) (i+1,j)
(i,j)

x

그림 9.1: 수치계산을 위한 격자

로 방정식을 푸는 것은 해의 근사값이지 정확한 해는 아니다. 하지만, 대부분의 방정식이 해

석적 방법으로 풀리지 않으므로, 미분방정식을 현실문제에 응용하기 위해서는 수치적 방법의

이해가필수적이다.

이 절에서는 문제 (9.1)의 해를 이른바 유한차분법(finite difference method, FDM)을 이

용하여 수치적으로 계산하는 방법을 공부한다. 9.2 절에서와 마찬가지로 이절에서도 Ω =

{ (x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b } 라 하자. 미분방정식을 대수방정식으로 바꾸기 위해서는

연속변수 (x, y)에대하여정의되는함수를격자점에서정의된함수로대표하여야한다. 즉사

각형 Ω를 그림 9.1와 같이 격자점으로 대표시키자. 즉, Ω를 x축 방향으로 m등분하고 y축 방

향으로 n등분하여생기는격자점을 (xi, yj) (0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n)이라하자. f(x, y)가 Ω에

서정의된함수일때 f(xi, yj) = fi,j라두자.

문제 (9.1)을 대수방정식으로 바꾸기 위해서는 미분 uxx와 uyy의 (xi, yj)에서 값을 표현해

주어야 한다. 이를 위하여 잠시 일변수 함수에 대하여 살펴보자. 일변수함수 g(x)에 테일러

정리를적용하면, 아주작은 h에대하여

g(x+ h) ≈ g(x) + g′(x)h+ g′′(x)
h2

2

가성립한다. 이식에 h 대신 −h를대입하면

g(x− h) ≈ g(x)− g′(x)h+ g′′(x)
h2

2

이성립하는데, 두식을더하면,

g(x+ h)− 2g(x) + g(x− h) ≈ g′′(x)h2,

즉,

g′′(x) ≈ g(x+ h)− 2g(x) + g(x− h)

h2

가성립한다. 그러므로, 다음과같은사실을유추할수있다.

∂2u

∂x2
(xi, yj) ≈

u(xi+1, yj)− 2u(xi, yj) + u(xi−1, yj)

h2
,

∂2u

∂y2
(xi, yj) ≈

u(xi, yj+1)− 2u(xi, yj) + u(xi, yj−1)

h2
.
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그러므로 편미분방정식 uxx + uyy = 0에서 uxx(xi, yj)와 uyy(xi, yj)는 각각 [ui+1,j − 2ui,j +

ui−1,j ]/h
2와 [ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1]/h

2로대치할수있다. 그러므로방정식 uxx + uyy = 0는

(ui+1,j−2ui,j+ui−1,j)+(ui,j+1−2ui,j+ui,j−1) = 0, 1 ≤ i ≤ m−1, 1 ≤ j ≤ n−1 (9.11)

로바뀌며, 경계조건 u(x, y) = f(x, y) ((x, y) ∈ S)는

ui,j = fi,j (i = 0 혹은 m, j = 0 혹은 n). (9.12)

여기서, 사각형의 네 꼭지점의 값 즉, f0,0, f0,n, fm,0, fm,n은 무시한다. 식 (9.11)과 (9.12)를

풀면각격자점에서해의근사값을구할수있다.

아주흥미로운점을하나언급하고넘어가자. 식 (9.11)을

ui,j =
ui+1,j + ui−1,j + ui,j+1 + ui,j−1

4
(9.13)

로다시쓸수있는데, 이는각격자점 (i, j)에서의값이그격자의상하, 좌우의격자점에서의

값의평균이라는것이다 (그림 9.1 참조). 그러므로 (9.11) 과 (9.12)를푼다는것은경계에있

는격자점에서의값이주어질때, 규칙 (9.13)을만족하도록내부의격자점에서의값을정해간

다는것을의미한다. 마치퍼즐문제같다.

연습문제 9.5 문제 (9.10)의 근사해를 m = n = 4로 하여 수치적으로 계산하라. 계산된 근사해를 연

습문제 9.4에서 구한 참해의 격자점에서의 값과 비교하라.

연습문제 9.6 (i) ui,j가 규칙 (9.13)을 만족하면, ui,j의 최댓값과 최솟값은 반드시 경계에 있는 격

자점에서 발생한다는 것을 보여라.

(ii) 경곗값이 주어질 때, 규칙 (9.13)을 만족하도록 내부의 격자점에서의 값을 정하는 방법은 단 하

나 뿐임을 보여라.

제 9.4 절 Matlab을 이용하여 해 구하기

Matlab을 이용하면 디리클레 문제 (9.1)의 수치해를 쉽게 구할 수 있다. 그림 9.4는 Ω =

(0, 1) × (0, 1)이고, 경곗값이 f(x, y) = ex sin y로 주어질 때, Matlab을 이용해 격자의 간격

h가 0.1일 때 (9.1)의 수치해를 계산한 결과이다. 계산과 그림을 그리기 위한 Matlab 코드는

아래에 제시되어 있다. 이 경우, u(x, y) = ex sin y가 조화함수이므로 이것이 참해이다. 이와

같은 경곗값을 택한 까닭은 수치해가 참해의 좋은 근사값임을 보이기 위함이다. 참해의 그림

과오차는그림 9.4에나타나있다

[수치해구하기]
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(c) 오차(척도가 10−4임에 주목하라)

%% 2D Laplace equation : Numerical solution

u = zeros(n,n);

u(1,:) = u_exact(1,:);

u(end,:) = u_exact(end,:);

u(:,1) = u_exact(:,1);

u(:,end) = u_exact(:,end);

while max(max(abs(u_old-u))) > tol

u_old = u;

for i = 2:n-1

for j = 2:n-1

u(i,j) = (u(i-1,j) + u(i+1,j) + u(i,j-1) + u(i,j+1))/4;
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end

end

end

[격자점에서참해의값구하기]

%% 2D Laplace equation : Exact solution

clear all;close all;

dx = 0.1;

dy = 0.1;

n = floor(1/dx)+1;

x = linspace(0,1,n);

y = linspace(0,1,n);

tol = 10^(-16);

u_old = ones(n,n);

for i = 1:n

for j = 1:n

u_exact(i,j) = exp(x(i))*sin(y(j));

end

end

[그림그리기]

%% Plot

figure(1)

mesh(x,y,u)

xlabel(’X’);ylabel(’Y’)

title(’Numerical solution (FDM)’)

figure(2)

mesh(x,y,u_exact)

xlabel(’X’);ylabel(’Y’)

title(’Exact solution : e^xsiny’)
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figure(3)

mesh(x,y,abs(u-u_exact))

xlabel(’X’);ylabel(’Y’)

title(’|u_{num} - u_{exact}|’)
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