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Introduction

Dans cet article, nous proposons une démonstration pour des conjectures de Lan-
glands, Shelstad et Waldspurger plus connues sous le nom de lemme fondamental pour
les algebres de Lie et lemme fondamental non standard. On se reporte a 1.11.1 et a
1.12.7 pour plus de précisions dans les deux énoncés suivants.

Théoreme 1. — Sotent k un corps fini a q éléments, O un anneau de valuation discrete complet
de corps résiduel k et ¥ son corps des fractions. Soit G un schéma en groupes réductifs au-dessus de O
dont le nombre de Coxeter multiplié par deux est plus petit que la caractéristique de k. Soient (k, p,) une
donnée endoscopique de G au-dessus de O et H le schéma en groupes endoscopiques associé.

On a légalité entre la k -intégrale orbitale et intégrale orbitale stable

Ac(a)O; (14, df) = Ay (a1)8Og, (1, di)

associées aux classes de conjugaison stable semi-simples régulieres a et aj, de g(F) et h(F) qui se corres-
pondent, aux fonctions caractéristiques 14 et 1y des compacts g(@) et H(O) dans g(F) et h(F) et ou
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on a noté
AG(CZ) — qfval(@(;(a))/Q el AH(aH) — qfval(QH(dH))/2
D¢ et Dy étant les fonctions discriminant de G et de H.

Théoreme 2. — Sotent G, Gg deux schémas en groupes réductifs sur O ayant des données
radicielles sogenes dont le nombre de Coxeter multiplié par deux est plus petit que la caractéristique de k.
Alors, on a Uégalité survante entre les intégrales orbitales stables

SO, (15, d) =S0,,(1,,, df)

associées aux classes de conjugaison stable semi-simples régulicres ay et ay de g,(F) et go(F) quu se
correspondent et aux_fonctions caractéristiques 1g, et 1g, des compacts §,(Q) et §o(O) dans g, (F) et

go(F).

Nous démontrons ces théorémes dans le cas d’égales caractéristiques. D’apres
Waldspurger, le cas d’inégales caractéristiques s’en déduit ¢f. [82].

Le lemme fondamental joue un réle important dans la réalisation de certains cas
particuliers du principe de fonctorialité de Langlands via la comparaison de formules
des traces et dans la construction de représentations galoisiennes attachées aux formes
automorphes par le biais du calcul de cohomologie des variétés de Shimura. On se réfere
aux travaux d’Arthur [2] pour les applications a la comparaison de formules des traces
et a larticle de Kottwitz [45] ainsi qu’au livre en préparation édité par Harris pour les
applications aux variétés de Shimura.

Cas connus et réductions. — Le lemme fondamental a été établi dans un grand nombre
de cas particuliers. Son analogue archimédien a été entiérement résolu par Shelstad dans
[71]. Ce cas a incité Langlands et Shelstad a formuler leur conjecture pour un corps
local non-archimédien. Le cas du groupe SL(2) a été traité par Labesse et Langlands
dans [48]. Le cas du groupe unitaire a trois variables a été résolu par Rogawski dans
[65]. Les cas assimilés aux Sp(4) et GL(4) tordu ont été résolus par Hales, Schroder
et Weissauer par des calculs explicites ¢f [31], [68] et [84]. Récemment, Whitehouse a
poursuivi ces calculs pour démontrer le lemme fondamental pondéré tordu dans ce cas
of- [85].

Le lemme fondamental pour le changement de base stable a été établi par Clozel
¢f [14] et Labesse ¢f [47] a partir du cas de 'unité de ’algebre de Hecke démontré par
Kottwitz ¢f [43]. Auparavant, le cas GL(2) a été établi par Saito, Shintani ¢f. [67] et
Langlands ¢f [49] et le cas GL(3) par Kottwitz ¢f [39].

Un autre cas important est le cas SL(n) résolu par Waldspurger dans [79]. Le cas
SL(3) avec un tore elliptique a été établi auparavant par Kottwitz ¢/ [40] et le cas SL(n)
avec un tore elliptique par Kazhdan ¢f [35].
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Récemment, avec Laumon, nous avons démontré le lemme fondamental pour les
algebres de Lie des groupes unitaires dans le cas d’égale caractéristique. La méthode que
nous utilisons est géométrique et ne s’applique qu’aux corps locaux d’égales caractéris-
tiques. Comme nous I’avons déja mentionné, le cas d’inégales caractéristiques s’en déduit
grace aux travaux de Waldspurger [82]. Le changement de caractéristiques a aussi été
établi par Cluckers et Loeser [15] dans un cadre plus général mais moins précis sur la
borne de la caractéristique résiduelle. Ils utilisent la logique.

Dans une série de travaux comprenant notamment [80] et [83], Waldspurger a dé-
montré que le lemme fondamental pour les groupes ainsi que le transfert se déduisent du
lemme fondamental ordinaire pour les algebres de Lie. De méme, le lemme fondamental
tordu se déduit de la conjonction du lemme ordinaire pour les algebres de Lie et de ce
qu’il appelle le lemme non standard. Dans la suite de cet article, on se restreint au lemme
fondamental ordinaire pour les algébres de Lie et sa variante non standard sur un corps
local d’égale caractéristique.

Approche géométrique locale. — Kazhdan et Lusztig ont introduit dans [36] les fibres
de Springer affines qui sont des incarnations géométriques des intégrales orbitales. Ce
travail fournit des renseignements de base sur la géométrie des fibres de Springer affines
que nous rappellerons dans le chapitre 3 du présent article.

Dans I'annexe a [36], Bernstein et Kazhdan ont construit une fibre de Springer
affine pour le groupe Sp(6) dont le nombre de points n’est pas un polynéme en ¢. En
fait, le motif associé a cette fibre de Springer affine contient le motif d’une courbe hyper-
elliptique. Cet exemple suggere qu’il est peu probable qu’on puisse obtenir une formule
explicite pour les intégrales orbitales.

L’interprétation des k-intégrales orbitales en termes des quotients des fibres de
Springer affines a été établie dans I'article de Goresky, Kottwitz et MacPherson [26].
Ils ont aussi introduit dans [26] 'usage de la cohomologie équivariante dans I’étude des
fibres de Springer affines. Cette stratégie est treés adaptée au cas particulier des éléments
qui appartiennent a un tore non ramifié car on dispose dans ce cas d’une action d’un gros
tore sur la fibre de Springer affine n’ayant que des points fixes isolés. Ils ont aussi décou-
vert une relation remarquable entre la cohomologie équivariante d’une fibre de Springer
affine pour G et la fibre correspondante pour le groupe endoscopique H dans ce cadre
non ramifié. Cette relation dépend aussi d’une conjecture de pureté de la cohomologie
de ces fibres de Springer affines. Cette conjecture a été vérifiée pour les éléments ayant
des valuations radicielles égales dans [27].

Dans [51] et [52], Laumon a introduit une méthode de déformations des fibres
de Springer dans le cas des groupes unitaires fondée sur la théorie des déformations
des courbes planes. Sa stratégie consiste a introduire une courbe plane de genre géomé-
trique nul ayant une singularité prescrite par la situation locale et ensuite a déformer
cette courbe plane. Il a aussi remarqué que dans le cas unitaire, il existe un tore de di-
mension un agissant sur les fibres de Springer affines de U(n) associées a une classe stable
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provenant de U(n;) x U(ny) dont la variété des points fixes est la fibre de Springer affine
correspondante de U(n;) X U(ny). En calculant la cohomologie équivariante en famille, il
a démontré conditionnellement le lemme fondamental dans le cas particulier du groupe
unitaire mais pour les éléments éventuellement ramifiés. Sa démonstration dépend aussi
de la conjecture de pureté des fibres de Springer affines formulée par Goresky, Kottwitz
et MacPherson.

Cette conjecture de pureté m’avait semblé I’obstacle principal a I’approche géo-
métrique locale. Elle joue un role essentiel pour faire dégénérer certaines suites spectrales
et permet d’appliquer le théoréme de localisation d’Atiyah-Borel-Segal.

Il existe en fait un autre obstacle au moins aussi sérieux a I’'usage de la cohomologie
équivariante pour les fibres de Springer affines générales. Pour des éléments tres ramifiés
des groupes autres qu’unitaires, il n’y a pas d’action torique sur la fibre de Springer affine
correspondante. Dans ce cas, méme si on dispose de la conjecture de pureté, il n’est pas
clair que les stratégies de [26] et [52] peuvent s’appliquer.

Approche géométrigue globale. — Dans [34], Hitchin a démontré que le fibré cotangent
de I'espace de module des fibrés stables sur une surface de Riemann compacte est un
systeme hamiltonien complétement intégrable. Pour cela, il interpréte ce fibré cotangent
comme l’espace de module des fibrés principaux munis d’un champ de Higgs. Les ha-
miltoniens sont alors donnés par les coefficients du polynéme caractéristique du champ
de Higgs. II définit ainsi la fameuse fibration de Hitchin f : M — A ou M est le fibré
cotangent ci-dessus, ou # est ’espace affine classifiant les polynémes caractéristiques a
coeflicients dans 'espace des sections globales de puissances convenables du fibré cano-
nique de X et ou f est un morphisme dont la fibre générique est essentiellement une
variété abélienne.

De notre point de vue, les fibres de la fibration de Hitchin sont des analogues
globaux des fibres de Springer affines. Il est par ailleurs important dans notre approche
de prendre les fibrés de Higgs non a valeurs dans le fibré canonique mais a valeurs dans
un fibré inversible arbitraire de degré assez grand. Dans cette modeste généralisation,
I'espace de module M n’est plus muni d’une forme symplectique mais dispose toujours
d’une fibration de Hitchin / : M — + ayant la méme allure que I'originale.

Nous avons observé dans [57] qu'un comptage formel de points de M a coethi-
cients dans un corps fini donne une expression quasiment identique au c6té géométrique
de la formule des traces pour I’algebre de Lie. Nous nous sommes proposés dans [57]
d’interpréter le processus de stabilisation de la formule des traces de Langlands et Kott-
witz en termes de cohomologie £-adique de la fibration de Hitchin. Cette interprétation
conduit a une formulation d’une variante globale du lemme fondamental en termes de
cohomologie £-adique de la fibration de Hitchin ¢f [16] et [58]. L'interprétation géomé-
trique du processus de stabilisation avec la fibration de Hitchin ainsi que la formulation
de cette variante globale du lemme fondamental est plus complexe que ’analogue local
avec les fibres de Springer affines. En contrepartie, on dispose d’une géométrie plus riche.
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L'interprétation géométrique du processus de stabilisation est fondée sur I’action
d’un champ de Picard # — A sur M qui est en quelque sorte le champ des symétries
naturelles de la fibration de Hitchin. Le comptage de points avec I'aide de J fait dans le
paragraphe 9 de [57] est repris de fagon plus systématique dans le dernier chapitre 8 du
présent article. La construction de & est fondée sur celle du centralisateur régulier que
nous rappelons dans le chapitre 2. [’observation qui joue un role clé dans le comptage est
que pour tout a € M(k), le quotient [M,/P,] s’exprime en un produit de quotients locaux
des fibres de Springer affines M, (a) par leurs groupes de symétries naturelles P, (J,) ¢f
4.15.1 et [57, 4.6]. Cette formule de produit apparait en filigrane tout le long de Iarticle.

Le champ algébrique M n’est pas de type fini. Il existe néanmoins un ouvert aniso-
trope 4™ de +A, construit dans le chapitre 6, au-dessus duquel /2 : M* — A™ est un
morphisme propre. On sait par ailleurs que M™™ est lisse sur le corps de base £. D’apreés
Deligne [18], I'image directe dérivée £*'Qy est un complexe pur c’est-a-dire que les fais-
ceaux pervers de cohomologie

n ¢ rani gy
"H'("Q)
sont des faisceaux pervers purs. D’apres le théoréme de décomposition, ceux-ci devien-
nent semi-simples apres le changement de base a A™ ®; k. En vue de démontrer le
lemme fondamental, il est essentiel de comprendre les facteurs géométriquement simples
dans cette décomposition.

L’action de & sur M induit une action de &
PH"(f2"Q,) et décompose ceux-ci en composantes isotypiques

[)HngianiQZ) — @ pHngianiQﬁ)[K]'
[«]

M sur les faisceaux pervers

Ici, I'indice [«x] parcourt 'ensemble des classes de conjugaison semi-simples dans le
groupe dual G, seul un nombre fini d’entre elles ayant une contribution non triviale.
On note “H"(f*Qy),, le facteur direct correspondant a k = 1. I’apparition du groupe
dual ici résulte du calcul du faisceau des composantes connexes des fibres de & a la Tate-
Nakayama qui a été entamé dans [57, 6] et est complété dans les paragraphes 4.10 et 5.5
du présent article. Dans [57] et [58], nous avons montré que cette décomposition corres-
pond exactement a la décomposition endoscopique du c6té géométrique de la formule
des traces qui a été établie par Langlands et Kottwitz ¢f [50] et [44].

Dans ce travail, nous changeons légérement de point de vue. Au lieu de travailler
sur 4™, nous passons a un revétement étale 4™ dépendant du choix d’un point oo € X
tout comme dans [54]. Au-dessus de cet ouvert étale, on a une décomposition plus fine

[)Hn@aniQZ) — @ pHn@anin)K
[x]

ou Kk parcourt un sous-ensemble fini du tore maximal T du groupe dual G. Nous ne
nous collons plus exactement a la formule des traces, mais en contrepartie nous nous
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débarrassons de quelques difficultés accessoires. Notre théoréme de stabilisation géomé-
trique 6.4.1 consiste a exprimer la piece /’H”(jfnin)K en termes des groupes endosco-
piques. En fait, on exprime comme une somme directe des pieces stables c’est-a-dire
correspondant & k = 1 mais pour les groupes H associés a des données endoscopiques
pointées ¢/ 1.8.2. On a une variante arithmétique 6.4.2 de 6.4.1 dont le lemme fonda-
mental de Langlands-Shelstad est une conséquence.

Dans [57], on a démontré que 7H" (j:f“in)K est supporté par la réunion des images
des morphismes A% — A ou plutét une variante. Nous reprenons ces arguments
dans 6.3. Comme nous I'avons observé dans [57] et [54], cet énoncé peut remplacer la
conjecture de pureté de Goresky, Kottwitz et MacPherson dans le contexte de la fibration
de Hitchin. Par ailleurs, il est trés tentant de conjecturer que tous les facteurs simples de
pH”(ff‘“in)K ont comme support 'image de I'une des immersions fermées a‘i?{“‘ — A,
Remarquons que le théoréme de stabilisation géométrique se déduit de cette conjecture
du support car en effet il n’est pas difficile de I’établir sur un ouvert dense de a&i‘{‘“

Dans le cas unitaire, Laumon et moi avons utilisé la suite exacte d’Atiyah-Borel-
Segal en cohomologie équivariante pour démontrer une variante faible de ’énoncé de
support ci-dessus. Mes tentatives ultérieures de généraliser cette méthode équivariante a
d’autres groupes se sont heurtées a ’absence de I’action torique dans certaines fibres de
Hitchin associées aux éléments trés ramifiés.

Dans ce travail, on démontre pour tous les groupes une forme faible de cette
conjecture du support. Dans le chapitre 7, nous démontrons qu’on peut déterminer tous
les supports dans le cas d’une fibration abélienne §-réguliere ¢f 7.2.1. Comme il n’est pas
possible pour I'instant de démontrer que la fibration de Hitchin est §-réguliere, voir tou-
tefois ¢f [60, p. 4], nous utilisons certains énoncés intermédiaires 7.2.2 et 7.2.3 combinés
avec ce qui est disponible en caractéristique positive en direction de la §-régularité 5.7.2
et un comptage intensif au chapitre 8 pour conclure la démonstration de 6.4.2.

L'inégalité delta 7.2.2 dont la démonstration occupe le chapitre 7 permet de mi-
norer la codimension des supports dans le cas d’une fibration abélienne. Il s’agit en fait
d’une variante élaborée de I'inégalité sur la codimension des supports due a Goresky et
MacPherson qu’on rappellera en 7.3.

Passons maintenant en revue lorganisation de 'article. Le premier chapitre
contient I’énoncé du lemme fondamental pour les algébres de Lie ainsi que sa variante
non standard. Le cceur de article est I'avant-dernier chapitre 7 ot on démontre les in-
égalités 7.2.2 et 7.2.3 dont se déduira un théoréme du support 7.8.5. Le dernier chapitre
8 contient 'argument de comptage qui permet de déduire le lemme fondamental a partir
du théoreme du support 7.8.5. Les autres chapitres sont de nature préparatoire. Le cha-
pitre 3 contient une étude de la géométrie des fibres de Springer affines. Le chapitre sui-
vant 4 contient une étude parallele de la géométrie de la fibration de Hitchin. Notre outil
favori est ici 'action des symétries naturelles fondée sur la construction du centralisateur
régulier rappelée dans le chapitre 2. Dans le chapitre 5, on définit diverses stratifications
de la base de Hitchin. Dans le chapitre suivant 6, on définit 'ouvert anisotrope de la base



8 BAO CHAU NGO

de Hitchin au-dessus duquel la fibration a toutes les bonnes propriétés pour qu’on puisse
formuler le théoréme de stabilisation géométrique 6.4.2 qui sera démontré dans les deux
derniers chapitres 7 et 8.

1. Conjectures de Langlands-Shelstad et Waldspurger

Dans ce chapitre, on rappelle I'’énoncé du lemme fondamental pour les algebres
de Lie conjecturé par Langlands et Shelstad ¢/ 1.11.1 ainsi que la variante non standard
conjecturée par Waldspurger ¢/ 1.12.7. Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, nous
rappelons ol intervient le lemme fondamental de Langlands-Shelstad dans le processus
de stabilisation du c6té géométrique de la formule des traces. Notre étude de la fibration
de Hitchin qui sera faite ultérieurement dans cet article est directement inspirée de ce
processus de stabilisation. Nous nous effor¢ons de maintenir ’exposition de ce chapitre
dans un langage aussi élémentaire que possible.

1.1. Théoréme de restriction de Chevalley. — Soient k un corps et G un groupe réductif
déployé sur £. Notre définition est celle de [21] : réductif implique affine lisse et connexe.
On fixera un tore maximal déployé T et un sous-groupe de Borel B contenant T. Soient
N¢(T) le normalisateur de T et W = N (T) /T le groupe de Weyl. On notera g I’algébre
de Lie de G et k[g] l'algebre des fonctions réguliéres sur g. De méme, on notera t =
Spec(k[t]) Ialgebre de Lie de T. Soit 7 le rang de G.

L’action de T sur 'algebre de Lie g définit un ensemble de racines ® sur lequel
agit le groupe de Weyl W. Le choix du sous-groupe de Borel B définit un ensemble de
racines simples A. Toute racine s’écrit de fagon unique sous la forme ), _, n,0 avec
ng € Z. On appelle alors ) _, 1y la hauteur de cette racine. On note h — 1 la hauteur
maximale d’une racine. Si le systéme de racines est simple, h est son nombre de Coxeter.
Nous supposerons dans tout ce travail que la caractéristique p est soit nulle, sout plus grande que
2h. Comme 'ordre du groupe de Weyl est un produit d’entiers naturels ne dépassant
pas h, cette hypothése implique en particulier que p ne divise pas 'ordre du groupe de
Weyl. Elle implique aussi que p est un bon nombre premier au sens de [12, 1.14] et donc
que la forme de Killing est non dégénérée dans le cas semi-simple.

Le groupe G agit sur son algebre de Lie par I’action adjointe. Voici I'énoncé du
théoreme de restriction de Chevalley dont on peut trouver une démonstration dans le
cas semi-simple adjoint [75, 3.17]. Le cas général s’en déduit sous ’hypothese p > 2 [55,
0.8].

Théoreme 1.1.1. — La restriction de g a t induit un tsomorphisme d’algébres /c[g]G = k[e]W.
On notera ¢ = Spec(k[t]W) = Spec(£[g]®). On notera x : g — ¢ le morphisme

caractéristique de Chevalley qui se déduit de linclusion d’algebres k[g]® C k[g]. Par
analogie avec le cas des matrices, on appellera x (x) le polynéme caractéristique de x et ¢
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I'espace des polynémes caractéristiques. L’action de G,, par homothétie sur g commute
a 'action adjointe de G et donc induit une action sur ¢. On dispose des morphismes de
champs algébriques

[x]:[g/Gl = ¢ ct [x/G,]:[8/G x G,]l— [c/G,l.

L’inclusion £[t]" C £[t] définit un morphisme 7 : t — ¢. C’est un morphisme fini
et plat qui réalise ¢ comme le quotient au sens des invariants de t par ’action de W. De
plus, il existe un ouvert non vide ¢” de ¢ au-dessus duquel 7 est un morphisme fini étale
galoisien de groupe de Galois W. Ce morphisme est compatible avec I’action de G,, par
homothétie sur t et I’action de G,, sur c.

1.2. Section de Kostant. — Le morphisme x : g — ¢ admet des sections. Dans [38],
Kostant a construit de fagon uniforme une telle section. Bien qu’il suppose que le corps de
base est de caractéristique zéro, sa construction se généralise en caractéristique positive
p > 2h. Dans [78], Veldkamp cherchait a construire la section de Kostant sous ’hypo-
these plus faible a savoir p ne divisant pas ’ordre du groupe de Weyl, mais comme me I'a
fait remarqué Deligne, I’argument de Veldkamp semble incomplet.

Fixons un épinglage de G qui contient en plus de T et de B, un vecteur x, €
Lie(U) de la forme x; =),
un vecteur non nul du sous-espace propre Lie(U), de Lie(U) correspondant a la valeur

x, ou A est 'ensemble des racines simples et ou x, est

propre « pour I’action de T. Ici U a désigné le radical unipotent de B.

Il existe alors un unique sly-triplet (%, x,,x_) dans g avec I’élément semi-simple
h € t N Lie(G*"). En effet, en raisonnant sur la hauteur des racines, on peut mon-
)22~ = 0 comme dans [12, 5.5.2]. On dispose alors d’un théoréme du type
Jacobson-Morozov [12, 5.3.2] sous I’hypothése p > 2h. On sait méme que la représenta-

trer ad(x,

tion principale de sly sur g est complétement réductible sous ’hypothése p > 2h d’apres
[12,5.4.8].

Lemme 1.2.1. — Sout g le centralisateur de x dans g. La restriction du morphisme carac-
téristique X : & — € au sous-espace affine x_ + g~ du vectoriel g est un isomorphisme.

Cet énoncé a été démontré par Kostant en caractéristique zéro [38, théoréme
0.10]. Il observe d’abord Lie(B) = [x_, Lie(U)] & g*+. Cette égalité découle de la com-
plete réductibilité de la représentation principale de sl, dans g qui est valide sous ’hypo-
thése p > 2h. Son argument [38, Prop. 19] pour déduire le lemme de cette observation
est en fait indépendant de la caractéristique. Il a aussi été exposé a la derniere page de [6].

L’inverse de cet isomorphisme

(1.2.2) €:c—>x_ +gt—g

définit une section du morphisme de Chevalley x : g — c. C’est la section de Kostant.
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Pour les groupes classiques, il est également possible de construire des sections ex-
plicites ¢ — g a laide de ’algebre linéaire sans utiliser I'épinglage ¢f [59]. Ces sections,
qui généralisent la matrice compagnon dans le cas linéaire, sont probablement plus adap-
tées aux calculs explicites des fibres de Springer affines et des fibres de Hitchin.

Revenons a la section construite par Kostant. Il résulte de 1.2.1 que ¢ est iso-
morphe a un espace affine. L’action de G,, sur G induit une action de c¢. En utilisant la
compléte réductibilité de la représentation principale de sly dans g, on peut choisir des
coordonnées de ¢ de sorte que cette action s’écrit

ay,...,a)={"a,...,t"a).

Les entiers ¢ — 1, ..., ¢ — 1 sont les exposants du systéme de racines voir [11].

Soit g™ I'ouvert de g des points x € g dont le centralisateur I, est de dimension 7.
Il a été démontré dans [38, Lemma 10] que I'image de la section de Kostant est conte-
nue dans Pouvert g™s. Kostant démontre que si x, ¥ € g"5(k) ont le méme polynéme
caractéristique x (x) = x (), alors ils sont conjugués ¢/ [38, Th. 2]. En combinant avec
I’existence de la section, il obtient I’énoncé suivant.

Lemme 1.2.3. — La restriction de x a g% est un morphisme lisse. Ses fibres géométriques sont
des espaces homogeénes sous Uaction de G.

1.3. Torsion extérieure. — Pour les applications arithmétiques, il est nécessaire de
considérer les formes quasi-déployées du groupe G. Fixons un épinglage (T, B, x,) de G
comme dans 1.2. Notons Out(G) le groupe des automorphismes de G qui fixent cet épin-
glage. C’est un groupe discret qui peut étre éventuellement infini. Il agit sur 'ensemble
des racines @ en laissant stable le sous-ensemble des racines simples. Il agit aussi sur le
groupe de Weyl W de fagon compatible c’est-a-dire le produit semi-direct W X Out(G)
qui s’en déduit agit sur T et sur ensemble @ des racines en combinant ’action de W
avec celle de Out(G).

Défimition 1.3.1. — Une forme quasi-déployée de G sur un £-schéma X est la don-
née d’un Out(G)-torseur pg sur X localement trivial pour la topologie étale.

1.3.2. — La donnée de pg permet de tordre G pour obtenir un X-schéma en
groupes réductif lisse G = pg A?"@ G qui est muni d’un épinglage défini sur X, c’est-
a-dire un triplet (T, B,x;), ou B est un sous-schéma en groupes fermé de G lisse au-
dessus de X, T est un sous-tore de B et x; est une section globale de Lie(B), tel que
fibre par fibre (T, B,xy) est isomorphe a I’épinglage (T, B, x,). Inversement tout X-
schéma en groupes lisse réductif muni d’un épinglage (T, B, x;) qui est localement pour
la topologie étale isomorphe a G épinglé, définit un torseur sous le groupe Out(G).
Nous nous permettrons I’abus de langage qui consiste a dire que G est une forme quasi-
déployée en oubliant I’épinglage attaché.
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1.3.3. — Soient pg un Out(G)-torseur sur X et G la forme quasi-déployée atta-
chée avec I’épinglage (T, B, x;). Les structures mentionnées dans les deux paragraphes
précédents se transposent a la forme quasi-déployée. Soient g = Lie(G) et t = Lie(T).
[’action de W x Out(G) sur t induit une action de Out(G) sur ¢ = t/W. On définit
donc l'espace des polynémes caractéristiques de g = Lie(G) comme le X-schéma

¢=pc AO"%c.

Il est muni d’un morphisme
X:g—¢

qui se déduit du morphisme de Chevalley x : g — ¢. Comme Out(G) fixe le sly-triplet
(h,x4+,x_), la section de Kostant € : ¢ = g est Out(G)-équivariant. Par torsion, on ob-
tient un X-morphisme

(1.3.4) €c—>g

section du morphisme de Chevalley x : g — ¢ qu’on appellera aussi section de Kostant.
On a par ailleurs un morphisme fini plat

Tit—>¢
qui se déduit de 7 : t — c¢. Le X-schéma en groupes fini étale
W = 06 /\Out(G) w

agit sur t. Comme c est le quotient de t par W au sens des invariants, ¢ est aussi le quotient
de t par W au sens des invariants. Au-dessus de I'ouvert ¢® = pg A?"“@ ¢, le morphisme
7 "™ — ¢® est un torseur sous le schéma en groupes fini étale W.

1.3.5. — Il est souvent commode de passer du langage des torseurs au langage
plus concret des représentations du groupe fondamental. Soient x un point géométrique
de X et 77, (X, x) le groupe fondamental profini de X pointé par x. On supposera dans la
suite que X est connexe et normal.

On appellera forme quasi-déployée pointée de G un homomorphisme continu

po (X, x) = Out(G).

Le Out(G)-torseur pg qui s’en déduit est équipé d’un point géométrique xg au-dessus
de x.

1.3.6. — Le pointage permet une description galoisienne des torseurs sous W
qui est lui-méme une forme tordue de W. Soient p¢, : (X, x) — Out(G) un homomor-
phisme continu, G et W les groupes qui se déduisent de G et W par torsion.
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Soit X, le revétement profini étale galoisien universel de X qui par construction
est la limite projective sur tous les revétements finis étales galoisiens X, — X munis d’un
point géométrique x; au-dessus de x. La limite X, est munie d’'un point géométrique
x, au-dessus de x. Le couple (X,, x,) est I'objet initial de la catégorie des revétements
profinis étales galoisiens pointés de (X, x).

L’image réciproque de W au revétement universel X, est canoniquement iso-
morphe au groupe constant W.

Soient 77 : X — X un W-torseur, ¥ un point géométrique de X au-dessus de x. Le
produit fibré X, = X xx X, est alors muni d’un point géométrique %, = (%, x,). On a
une action de (X, x) et de W sur X, qui se combinent en une action du produit semi-
direct W x 7, (X, x) transitive sur les fibres du morphisme profini étale X, — X. Par la
propri¢té universelle de X,, la donnée de X, comme ci-dessus revient a la donnée d’une
section 77°

Pid

-

W x T[](X,X) _— ﬂ](X,X).

Rappelons que le produit semi-direct W X (X, x) a été formé a l'aide de 'homéo-
morphisme p¢ : (X, x) — Out(G), construire une section comme ci-dessus revient a
solidifier la fleche en pointillé dans le diagramme :

W x Out(G)

b

Out(G)

TL'](X,X)‘

PG
Nous utiliserons la méme notation 7 * pour désigner ’homomorphisme
m° (X, x) > W x Out(G).

Cet abus de notations ne devrait pas causer de confusion.

1.4. Centralisateur régulier semi-simple. — Comme dans le paragraphe précédent, soit
G une forme quasi-déployée du groupe réductif G sur un schéma X.

Notons g™ I'image réciproque de 'ouvert ¢ par le morphisme x : g — ¢. Pour
tout a € ¢ (k), il est bien connu que la fibre x 7'(a) est formée d’une seule orbite sous
’action adjointe de G. Pour tout y € g™ (k), le centralisateur I, de y est un tore maximal

de G ®; k.

1.4.1. — Soient a € ¢ (k) et Y, ¥ € x '(a). Il existe alors g € G(k) qui transporte
y sur ¥’ c’est-a-dire tel que ad(g)y = y’. L’automorphisme intérieur ad(g) définit donc
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un isomorphisme ad(g) : I, - L. De plus, si g et ¢ sont deux éléments de G(k) qui
transportent y sur y’, alors g et ¢’ différent par un élément de I,,. Comme I, est un tore,
en particulier commutatif, les deux isomorphismes

ad(g) et ad(g):I, - L,

sont les mémes. Ceci démontre que les tores I, et I,/ sont canoniquement isomorphes.
Ceci définit donc un tore qui ne dépend que de a et qui est canoniquement isomorphe a
I, pour tout y € x~'(a). Ce tore peut étre décrit directement a partir de a a coefficients
arbitraires de la facon suivante.

Soient S un X-schéma et a € ¢*(S) un S-point de ¢™. On appellera revétement caméral
associé a a le W-torseur 7, : Sa — S obtenu en formant le diagramme cartésien :

Sa S

S CTS
a

Posons
(1.4.2) Jo=m. AVT.

Le lemme suivant est un cas particulier d’un résultat de Donagi et Gaitsgory qui était
probablement bien connu. On rappellera I’énoncé général dans le paragraphe 2.4.

Lemme 1.4.3. — Soent S un X-schéma et a € ¢"(S) un S-point de ¢*. Sotent x un S-point
de g™ (S) tel que x (x) = a et 1, limage réciproque du centralisateur sur §. Alors on a un isomorphisme
canomique J, = 1.

1.4.4. — Considérons une variante pointée de la construction ci-dessus. Choisis-
sons un point géométrique s de S au-dessus de x et 5 de S, au-dessus de s. Comme dans
1.3.6, on a un diagramme commutatif :

W x Out(G)

R

(S, ) Out(G)

Le tore J, s’obtient alors en tordant le tore constant T par I’action de (S, s) sur T qui
se déduit de ’'homomorphisme

)i (S, s) > W x Out(G)
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c’est-a-dire
(1.4.5) Jo=S.AmEmT

ou (S,, s,) est le revétement profini étale galoisien universel de (S, s).

1.5. Classes de conjugaison dans une classe stable. — Dans ce paragraphe, G sera une
forme quasi-déployée de G sur un corps I contenant £. Nous entendrons par classe de
conjugaison stable semi-simple réguliere de g sur F un élément a € ¢"*(F). La défini-
tion originale de Langlands des classes de conjugaison stable est plus compliquée mais
une fois restreinte aux éléments semi-simples réguliers de I’algebre de Lie, elle coincide
avec la notre. Comme nous nous limitons aux classes de conjugaison stable semi-simples
régulieres, dans la suite de 'article, par classe de conjugaison stable, nous entendrons
semi-simple réguliére sauf mention expresse du contraire.

1.5.1. — Soit a € ¢*(F) une classe de conjugaison stable. Soit y, = €(a) € g(F)
I'image de a par la section de Kostant. Le centralisateur I, de y, est un tore défini sur F
canoniquement isomorphe au tore J, défini dans le paragraphe précédent ¢f 1.4.3. Soit
y un autre F-point de x ~!(a). Comme éléments de g(F), y; et y sont conjugués c’est-
a-dire qu’il existe g € G(F) tel que y = ad(g)y,. Cette identité implique que pour tout
o € Gal(F/F), g lo(g) e L, (F). L’application o > g~ 'o (g) définit un élément

inv(yy, y) € H'(F, L,)

qui ne dépend que de la classe de G(F)-conjugaison de y et non du choix du trans-
porteur g. L'image de cette classe dans H'(F, G) est triviale par construction. D’apreés
Langlands, 'application y — inv(yy, y) définit une bijection de I’ensemble des classes
de G(F)-conjugaison dans ’ensemble des F-points de x ~!(a) sur la fibre de Papplication
H'(F, L, — H!(F, G) au-dessus de I’élément neutre ¢f [50]. Cette fibre sera notée

ker(H'(F,1,) — H'(F, G)).

1.5.2. — Au lieu de g(F), il est souvent nécessaire de considérer le groupoide
[g/G](F) des couples (E, @) composés d’'un G-torseur E sur F et d’'un F-point ¢ de
ad(E) = E A% g. Le morphisme de Chevalley définit un foncteur [x] de [g/G](F) dans
ensemble ¢(F). Soit a € ¢**(F). Considérons le groupoide des F-points de [x]7'(a). Les
objets de [x]7'(a)(F) sont localement isomorphes pour la topologie étale. Par ailleurs, on
a un point base (Eg, ) du groupoide ou Ey est le G-torseur trivial et ou y, € g(F) est
I’élément y, = €(a) défini par la section de Kostant. Pour tout F-point (E, ¢) de [x]17'(a),
on obtient un invariant

inv((Eo, %), (E, 9)) € H'(F, L,).
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Lapplication (E, ¢) = inv((Eo, y0), (E, ¢)) définit une bijection de I’ensemble des
classes d’isomorphisme de [x]7'(a)(F) sur H'(F, ;).

Soient (E, ¢) un F-point de [x]7'(a) et inv((Eq, 1), (E, ¢)) son invariant. La
classe d’isomorphisme de E correspond alors a I'image de cet invariant dans H'(F, G)
par 'application

H'(F, L) — H'(F, G).

On retrouve ainsi la bijection mentionnée plus haut entre les classes de G(F)-conjugaison
dans x~'(a)(F) et le sous-ensemble de H!(F, I,) des éléments d’image triviale dans
H!(F, G).

1.6. Dualité de Tate-Nakayama. — La discussion du paragraphe précédent prend
une forme tres explicite dans le cas d’un corps local non-archimédien grace a la dualité
de Tate-Nakayama. Soient I, un corps local non-archimédien, @, son anneau des entiers
et v la valuation. Soit F? une cléture séparable de I,. Notons I', le groupe de Galois
Gal(F? /F,). Notons X = Spec(F,) et x = Spec(F;?) le point géométrique choisi.

1.6.1. — Soit G la forme quasi-déployée sur I, de G associée a un homomor-
phisme p¢ : T, — Out(G). Soit G le dual complexe de G. Par définition il est muni d’un
épinglage (T, B, %) dont la donnée radicielle associée s’obtient a partir de celle de G en
échangeant les racines et les coracines. En particulier Out(G) = Out(é). On dispose
donc d’une action p¢, de I, sur G fixant I’épinglage.

D’apres Kottwitz ¢f [41] et [44], H'(F, G) est fini et a une structure naturelle de
groupe abélien. De plus, son dual de Pontryagin est donné par

H'(F, G)* = my((Zg)s ™)

otl (Z¢)"™ est le sous-groupe des points fixes dans le centre Zg de G sous I’action de
pe(I'y). En particulier, H'(F,, G)* est un groupe abélien de type fini. Ici, Pexposant *
désigne la dualité de Pontryagin.

1.6.2. — Mettons-nous dans la situation de 1.4.4 avec S = Spec(F,) et s =
Spec(FiP). Pour tout a € ¢™(F,) et y € t*(F}’) au-dessus de «, on a construit comme
dans 1.3.6 un homomorphisme de groupes

7y : 'y — W x Out(G)
au-dessus de p¢, : I'y = Out(G). D’apres le lemme 1.4.3, on a
I, =], = Spec(F*®) AT T.
D’apreés la dualité de Tate et Nakayama locale [44, 1.1], on a alors

(1.6.3) H'(F,,])* = (T ™).
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Autrement dit le groupe des caractéres complexes de H'(F,, J,) coincide avec le groupe
des composantes connexes du groupe des points fixes de 77 (I',) dans T. Bien entendu,

T désigne le tore complexe dual de T défini par échange du groupe des caracteéres et du
groupe des cocaracteres.

1.6.4. — Uinclusion ¢ : T < G est I'-équivariante modulo conjugaison c’est-a-
dire que pour tout ¢ € T et pour tout o € I',, p*(0)(¢(£)) et t(7;(0)(¢)) sont conjugués
dans G. On en déduit 'inclusion

(Zé)p&(ru) c T
qui induit un homomorphisme entre les groupes de composantes connexes
&[Ty Te (T,
70((Zg)"5 ) — o (T ).

Par dualité on retrouve la flecche H'(F,, L, — H!(F,, G) définie dans le paragraphe
précédent.

1.7. «-wntégrales orbitales. — Gardons les notations du paragraphe précédent. Sup-
posons en plus que G soit donné comme forme quasi-déployée de G sur @,. Le groupe
localement compact G(F,) est alors muni d’un sous-groupe ouvert compact maximal
G(0O,). Soit dg, la mesure de Haar de G(F,) normalisée de sorte que G(O,) soit de
volume un.

Pour @ € ¢*(F,), donnons-nous une mesure de Haar d¢, sur le tore J,(F,). Pour
tout y € g(F,) avec x(y) = a, 'isomorphisme canonique J, = I, permet de transporter
la mesure de Haar dt, de J,(F,) en une mesure de Haar sur I, (F,).

Pour tout y comme ci-dessus, pour toute fonction localement constante /* a support
compact sur g(F,), on peut alors définir I'intégrale orbitale

O, (f,ds) :/ f(ad(gv)_ly)%.

Ly F)\G(Fy)

Définition 1.7.1. — Soit k un élément de T Pour toute fonction / localement
constante a support compact dans g(F,), on définit la x-intégrale orbitale de / sur la
classe de conjugaison stable a € ¢(F,) par la formule

OL(f,dy) =Y (inv(yy, ¥), €)O, (f, dt,)

14

ou y parcourt I’ensemble des classes de G(IF,)-conjugaison dans la classe stable de carac-
téristique a, ou le point base ¥, = €(a) est défini par la section de Kostant et ou d¢, est
une mesure de Haar du tore J,(F,).
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Notons pour mémoire que la définition de la k-intégrale orbitale dépend du choix
du point géométrique x, , dans X, , sans lequel on ne peut pas relier le groupe de co-

homologie H' (F,, J,) avec le tore dual T et donc exprimer la dualité¢ de Tate-Nakayama
sous la forme 1.6.3.

1.8. Groupes endoscopiques. — Par construction, le groupe dual G est muni d’un
¢pinglage (T, B, %,).

Soit k un élément du tore maximal T dans cet épinglage. La composante neutre
du centralisateur de k dans G est un sous-groupe réductif qu’on notera H. L’épinglage
de G munit 2 H un tore maximal et un sous-groupe de Borel le contenant. Soit H le
groupe déployé sur £ dont la donnée radicielle est duale a celle de H.Onaen particulier
Out(H) = Out(H).

Considérons le centralisateur (f} X Out(G)), de k dans le produit semi-direct G x
Out(G). On a la suite exacte

| >H— (f} X Out(GQ)), — mo(k) = 1

ou (k) est le groupe des composantes connexes de (G X Out(G)),. On a alors des
homomorphismes canoniques :

o (k)
Oy \G(K)
Out(H) Out(G)

Défimition 1.8.1. — Soit G une forme quasi-déployée de G sur X donnée par un
Out(G)-torseur pi. Une donnée endoscopique de G sur X est un couple (k, p,) avec
k comme ci-dessus et ou p, est un my(k)-torseur qui induit pg par le changement de
groupes de structure o (k).

Le groupe endoscopique associé a la donnée endoscopique (k, p,) est la forme
quasi-déployée H sur X de H donnée par le Out(H)-torseur py obtenu a partir de p,
par le changement de groupes de structure og (k).

Il y a une variante pointée utile de la notion de donnée endoscopique. Soit X
un schéma avec un point géométrique x. Soit G un groupe réductif connexe X forme
quasi-déployée du groupe constant G définie par un homomorphisme p¢, : 7, (X, x) —

Out(G).
Définition 1.8.2. — On appelle donnée endoscopique pointée de G sur X un couple
(k, p2) ouk €T et p est un homomorphisme
pr 7 (X, 0) = ()

au-dessus de p¢..
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Avec une donnée endoscopique pointée, on peut former un diagramme commu-

tatif :
jTl (Xa X)
g l
Piy PG
o (k)
Out(H) Out(G)

Le groupe endoscopique H associé¢ a la donnée endoscopique pointée (k, p?) peut étre
alors formé a I’aide de ’homomorphisme pf;.

1.9. Transfert des classes de comjugaison stable. — Soit (k, p,) une donnée endosco-
pique comme dans 1.8.1. Soit H le groupe endoscopique associé. On va maintenant dé-
finir le transfert des classes de conjugaison stable de H a G en construisant un morphisme
Vicy —> C.

Par construction, on dispose d’une réduction simultanée des torseurs pg et py au
torseur

P > X

sous le groupe (k). On peut alors réaliser ¢ comme le quotient au sens des invariants
de p, x t par action de W X (k). De méme, on peut réaliser ¢y comme le quotient
au sens des invariants de p, X t par action de Wy X (k). Pour définir le morphisme
¢y — ¢ il suffit de définir un homomorphisme

Wy X (k) => W X (k)
compatible avec I’action sur p, X t ce qui nous conduit au lemme suivant.

Lemme 1.9.1. — Soit Wy X 1o(k) le produst semi-direct défini par oy (k) : mwo(k) —
Out(H). Soit W X 1o(k) le produit semi-direct défin par o (k) : wo(k) — Out(G). 1l existe un
homomorphisme canonique

Wy % JTo(K) — W x 7T0(K)

qui induit homomorphisme évident sur les sous-groupes normaux Wy C W, induit Iidentité sur le
quotient 7o (k) et qui est compatible avec les actions de Wy X 1wo(k) et W X 7o(k) sur T.

Démonstration. — Rappelons que le centralisateur (W x Out(G)), de k dans
W X Out(G) est canoniquement isomorphe au produit semi-direct Wy X (k) ¢f [57,
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lemme 10.1]. On en déduit un homomorphisme 6 : (k) — W x Out(G) de sorte qu’on
a un homomorphisme de groupes

WH X JTQ(K) — W Ng 7T0(K)

ou le second produit semi-direct est formé a I’aide de l’action de 7y(k) sur W définie par
I’homomorphisme 6 : wy(k) — W X Out(G) et de 'action de W x Out(G) sur W. Cet
homomorphisme est visiblement compatible avec les actions sur t.

Il reste a construire un isomorphisme entre produits semi-directs

W x? 75(k) — W x 1 (k)

dont le second est formé a l'aide de ’homomorphisme og(x) : wy(k) — Out(G). Pour
tout o € my(k), 'élément 0 (o) € W X Out(G) s’écrit de maniere unique sous la forme
O(a) = w(x)og(a) ot w(a) € W. Cect nous permet de définir un homomorphisme

T[O(K) — WX 7'[0(/()

par la formule @ — w(a)a. Cet homomorphisme induit un isomorphisme W x?
o(k) — W X 7y(k) qui rend le diagramme

w><107T0(K) W>47T0(K)

\\\\ /////

W x Out(G)

commutatif. En particulier, cet isomorphisme est compatible avec les actions sur t.  [J

Au-dessus de 'ouvert semi-simple régulier ¢ de ¢, on a un morphisme fini et étale
rs . G—rs rs
Ve T ¢

ot on a noté ¢ ™ I'image réciproque de ¢”* dans ;. Ce morphisme réalise le transfert des
classes de conjugaison stable de H qui sont semi-simples et G-réguliéres vers les classes
de conjugaison stable de G qui sont semi-simples régulieres.

Lemme 1.9.2. — Sotent ayy € cg_“(S) un point a valeur dans un schéma S et a € ¢**(S) son
umage. Alors, on a un isomorphisme canonique entre le tore J, défini par la formule (1.4.2) et le tore Ji1, o,
défina par la meme formule appliquée a H.

Démonstration. — Apres avoir choisi les pointages, on peut appliquer la for-
mule (1.4.5) pour décrire J, et J,,. Pour construire I'isomorphisme entre ces deux
tores, il faut démontrer que les homomorphismes p? o 7° : (S, s) — W X my(x) et
PeOTy T (S, s) &> Wy X (k) construits comme dans 1.3.6 définissent la méme ac-
tion de 7, (S, s) sur Aut(T). Mais ceci résulte directement du lemme précédent 1.9.1. UJ
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Remarque 1.9.3. — Soit maintenant S = Spec(F,) ou F, est un corps local comme
dans 1.6. En choisissant un I;’P-point dans le torseur i, on obtient un homomorphisme
peomy Iy — Wy X (k). On a alors la dualité de Tate-Nakayama 1.6.3

H'(F,.J)" =H'(F,, Ji1.q,)" = T ")

Par construction, k € TWH*m® de sorte quon peut définir la k-intégrale orbitale
O“(f, dt,) suivant 1.7.1.

1.10. Discriminant et résultant. — Soit @ le systeme de racines associé¢ au groupe
déployé G. Pour toute racine @ € ®, on note do € £[t] la dérivée du caractére o : T —
G,,. Formons le discriminant

Dg =] [ da € Ht]

aed

qui est clairement un élément W-invariant de cette algebre de polynémes. Il définit donc
une fonction sur I'espace des polynomes caractéristiques ¢ = Spec(k[t]W). Soit D¢ le
diviseur de ¢ défini par cette fonction. Rappelons I’énoncé bien connu.

Lemme 1.10.1. — Le diviseur ® g est un diviseur réduit de c. Le morphisme ¢ 1t — ¢ est

étale au-dessus du complément de ce diviseur qui west autre que Uouvert €. De plus, ce diviseur est stable
sous Laction de Out(Q).

Démonstration. — La seule chose non triviale a vérifier ici est que D¢ est un diviseur
réduit. Puisqu’il s’agit d’une intersection complete, il suffit de montrer qu’un ouvert dense
de D¢ est réduit. On peut donc 6ter de D 'image des points de t appartenant a plus de
deux hyperplans de racine. On se rameéne alors au cas d’un groupe de rang semi-simple
un ou l'assertion peut étre vérifiée a la main. O

Soient X un k-schéma et G une forme quasi-déployée de G sur X donnée par un
Out(G)-torseur pg. En tordant D¢ par pg, on obtient un diviseur réduit D¢ de ¢ dont
I'ouvert complémentaire est ¢". Soit (k, p,) une donnée endoscopique ¢f. 1.8.1 de G. On
a un diviseur Dy de cg et par torsion un diviseur Dy de cyy.

L’énoncé suivant m’a été indiqué par deux des référés anonymes.

Lemme 1.10.2. — Chousissons un sous-ensemble VW C ® — Py tel que pour toute paire de
racines opposées o € ® — Py, le cardinal de {£a} NV vaut un. La_fonction [ .y, do € k[t] est

alors stable sous Caction de Wy.

aeVy

Démonstration. — Un élément w € Wy agit sur & — Oy en envoyant une paire
de racines opposées {o} C & — Py sur une paire généralement différente de ra-
cines opposées dans le méme ensemble. Il s’ensuit qu’il existe un signe €(w) tel que
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W([ [ ey do) = €(w) [,y do et que ce signe ne dépend pas du choix de I'ensemble W.
Il reste a démontrer que ce signe vaut un.

Choisissons un sous-ensemble Wg C P tel que pour toute paire de racines opposées
Fa € P, le cardinal de {+o} N W vaut un. Soit Wy = Wg N $y. On peut aussi supposer
que Wg = Wy U W. Pour tout w € W, il existe un signe eg(w) tel que w([ ],y do) =
ec(w) 1, cwg da et ce signe ne dépend pas du choix de Wg. En prenant Wg I'ensemble
des racines positives, on voit que €g(w) = (—1)*¢™ ou £g(w) est la longueur habituelle
de w dans le groupe de Coxeter Wg. Si w € Wy, on a aussi la formule w(] | do) =
en(W) [ [yeqy, dor avec eg(w) = (=1)1™),

Pour démontrer que € (w) = 1, il nous reste a démontrer I’égalité

aeVy

(— 1)€G(w) =(— I)EH(w)_

Notons que ces signes peuvent tous les deux s’interpréter comme le déterminant de la
représentation de réflexion. L’égalité de signes résulte de ce que la représentation de
réflexion de Wy s’obtient de celle de W par restriction. O

1.10.3. — Soit R le diviseur effectif de ey défini par la fonction invariante
[1,cy do € k[t]WH du lemme précédent. On a alors I’égalité de diviseurs

V*Dg = Dy + 2RS.

Soit (k, p,) une donnée endoscopique ¢f 1.8.1 de G. En tordant R par p,, on
obtient un diviseur effectif RS sur ¢y qui vérifie la relation

VD =Dy + 2R

1.11. Le lemme fondamental pour les algebres de Lie. — On est maintenant en position
d’énoncer le lemme fondamental pour les algebres de Lie, conjecturé par Langlands,
Shelstad et sa variante de Waldspurger.

Soient I, un corps local non-archimédien, @, son anneau des entiers et v : I’ —
Z la valuation discréte. Soit F, le corps résiduel de @,,. Soit X, = Spec(0,). Soit F;? une
cloture séparable de F,. Celle-ci définit un point géométrique x de X,.

Soit G une forme quasi-déployée de G sur @, définie par un homomorphisme
pe s (X, x) — Out(G). Considérons une donnée endoscopique pointée (k, p?) for-
mée d’un élément k € T et d'un homomorphisme p? : 7, (X,, x) — my(k) au-dessus de
pe ¢f 1.8.2. On a alors un schéma en groupes réductifs H au-dessus de X, et un mor-
phisme de X,-schémas ¢y — c.

Soit ay € ¢y(O,) d’image a € ¢(0,) N c*(F,). Choisissons une mesure de Haar d,
sur le tore J,(F,). D’aprés le lemme 1.9.2, on a un isomorphisme entre les tores J, et Ji, 4
de sorte qu’on peut transporter la mesure de Haar d¢, sur Ji ,, (F,).

En choisissant un F;P-point x, comme dans 1.9.3, on peut définir la x-intégrale
orbitale Of de n’importe quelle fonction localement constante a support compact dans
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g(F,). Notons 14, la fonction caractéristique de g(@,) dans g(I,) et 1, la fonction ca-
ractéristique de h(O,) dans h(F,).

Théoreme 1.11.1. — Avec les notations ci-dessus, on a ['égalité
O¢(lg,, dt,) = ¢80, (1y,, dt,)
ou rj ,(ay) = deg, (aRL).

Ce théoreme est la variante pour les algebres de Lie de la conjecture originale
de Langlands et Shelstad qui porte sur les groupes de Lie sur un corps local non-
archimédien. Cette variante a été formulée par Waldspurger qui a démontré qu’elle im-
plique la conjecture originale pour les groupes de Lie. Il a aussi démontré que le cas ou
F est un corps local de caractéristique positive ne divisant pas I'ordre de W implique le
cas ou I est un corps local de caractéristique nulle et dont la caractéristique résiduelle ne
divise pas 'ordre de W ¢/ [82]. Nous nous limitons au premier cas.

L’énoncé original de Langlands-Shelstad est sensiblement plus compliqué notam-
ment a cause de la présence d’un signe dans le facteur de transfert. Dans [46], Kottwitz
a établi le lien entre le facteur de transfert de Langlands-Shelstad et la section de Kostant
qui nous permet d’énoncer la conjecture de Langlands et Shelstad sous cette forme plus
simple. Dans le cas des groupes classiques, Waldspurger a donné une forme plus expli-
cite de cette conjecture dans [81]. Hales a également écrit un article d’exposition fort
agréable [32] sur I’énoncé de la conjecture de Langlands-Shelstad.

1.11.2. — Notons que I’énoncé ci-dessus s’étend trivialement au cas ot on part
d’un élément a € ¢“7(F,) qui n’est pas dans ¢i(0,). Dans ce cas, on a également a ¢
¢(@,). Ceci se déduit en effet du critere valuatif de propreté appliqué au morphisme fini
v : ¢g —> ¢. Il est alors évident que les intégrales orbitales O% (1, , dt,) et SO, (14, , d,)
sont nulles.

1.11.3. — Notons enfin que I’égalité de diviseurs
D¢ = a;Du + 20, R,
qui se déduit de 1.10.3, implique
An(a) Ao (@) = g

avec Ay(ag) = (]*Gk’g("*ﬂi)”)/2 et Ag(a) = ¢~48@P6)/2_ Ceci permet de réécrire la formule
1.11.1 sous la forme plus habituelle

Ac(@)O) (14,,dt,) = Au(an)SO,, (1y,, d2).
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1.12. Le lemme fondamental non standard. — Dans [83], Waldspurger a formulé une
variante de la conjecture de Langlands-Shelstad qu’il appelle le lemme fondamental non
standard. Dans ce paragraphe, nous allons rappeler cette conjecture.

Soient G; et Gy deux groupes réductifs déployés sur £ avec épinglages. Pour tout
1 € {1,2}, on a en particulier un tore maximal T; de G;, I'ensemble des racines ®,; C
X*(T;), I'ensemble des racines simples A; C ®; ainsi que 'ensemble des coracines ®Y C
X, (T)). Le quintuple

(X*(Tl)v X*(Tz)9 cDi7 CDZ\/a Al)

est la donnée radicielle associée au groupe épinglé G; et qui le détermine a isomorphisme
unique pres.

Définition 1.12.1. — Une isogénie de données radicielles entre G| et Gy consiste
en un couple d’isomorphismes de Q-espaces vectoriels

v X (T Q — X(T)®Q
et
Vo X (THRQ— X(T) Q.

transposés I'un de 'autre tels que ¥* met en bijection 'ensemble des Q-droites de la
forme Quy avec oy € Py sur I'ensemble des Q-droites de la forme Qu, avec o) € ¢, en
faisant correspondre les droites des racines simples aux droites des racines simples. La
méme propriété est exigée pour ¥, vis-a-vis de 'ensemble des Q-droites engendrées par
les coracines.

Exemple 1.12.2. — Deux groupes semi-simples ayant le méme groupe adjoint ont
des données radicielles isogenes. En effet dans ce cas, on a un isomorphisme canonique
X*(T)) ® Q — X*(Ty) ® Q qui respecte ’ensemble des racines et celui des racines
simples et dont I'isomorphisme dual respecte les coracines.

Exemple 1.12.3. — L’exemple le plus intéressant est celui de deux groupes réduc-
tifs duaux au sens de Langlands. Supposons que G est un groupe simple pour simplifier.
Par définition, la donnée radicielle du groupe dual G s'obtient a partir de celle de G
en échangeant le groupe des caracteres avec le groupe des cocaracteres, I’ensemble des
racines avec ’ensemble des coracines. On a alors un isomorphisme d’espaces vectoriels
X*(T) ® Q — X,(T) ® Q qui envoie une racine courte « sur la coracine & correspon-
dante, et une racine longue « sur n& ot n = |oelong|2 /| @eour|*. Au cas ou il n’y a qu’une
seule longueur de racines, on les voit toutes comme courtes. Les cas les plus intéressants
sont B, <> C,, I et Gy ou il existe des racines de longueur différente. On se réfere a [83,
page 14] pour une discussion plus détaillée.
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1.12.4. — Puisque la réflexion associée a une racine a ne dépend que de la Q-
droite passant par «, les isomorphismes ¥* et ¥, induisent un isomorphisme entre les
groupes de Weyl W, — W, de deux groupes réductifs G| et Gy appariés.

1.12.5. — Soient G, et Gy deux groupes déployés dont les données radicielles
sont isogenes. Soit Outyy le groupe des automorphismes de X, (T)) ® Q qui laissent
stables @, A mais également X*(Ty), @9, Ay vu comme sous-ensembles de X,.(T,) ®Q
et de méme pour les automorphismes duaux de X, (T}) ® Q. Pour tout £-schéma X, pour
tout Outyy torseur pjg, on peut tordre G, et Gy munis de leurs épinglages par p;9 pour
obtenir des formes quasi-déployées G, et Gy. Les couples des formes quasi-déployées
obtenus par ce procédé sont appelés appariés.

Etant donné Iisomorphisme * entre les Q-espaces vectoriels
X(TH)®Q>X"(T,) ®Q,

on peut comparer la position de deux réseaux X*(T)) et X*(Ty) vus comme réseaux
dans un méme Q-espace vectoriel. Un nombre premier p est dit bon par rapport a ¥* si
p ne divise pas les entiers

IX*(T)/XH(T) NXH(Ty)| et [XH(Ty)/(X*(To) NXH(T))I.

Si £ est un corps de caractéristique bonne par rapport a ¥*, celui-ci induira un isomor-
phisme X*(T)) ® £ — X*(Ty) ® £.

Lemme 1.12.6. — Sowent G| et Gy deux groupes appariés au-dessus d’une base X de bonnes
caractéristiques résiduelles. Soient 'T'y et Ty les tores maximaux des épinglages de G, et Go et t, t
leurs algebres de Lie. Alors il existe un isomorphisme canonique t, — to et un isomorphisme compatible
Vg —N> €Gy-

Démonstration. — On a
t; = Spec(Sym,, X*(T)) ® Ox))

ot Symgy (X*(T)) ® Ox) est la Ox-algebre symétrique associée au @Ox-module libre
X*(T,) ® Ox. St les caractéristiques résiduelles de X sont bonnes, ¥* induit un isomor-
phisme de Ox-modules libres

X*(Ty) ® Ox — X*(T)) ® Ox

et donc un isomorphisme ¢, —t,. On a déja vu que (¥*, ) induit un isomorphisme
W, = W, qui est visiblement compatible avec leurs actions sur t; — t,. Il en résulte un
isomorphisme entre

c; = Spec(Sym,, (X*(T) ® Ox))™!
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et
Cy = SpCC(SmeX (}C‘< (Tz) ® Ox))WQ.

En appliquant la torsion extérieure par pjo, on obtient I'isomorphisme ¢; = ¢, qu’on
voulait. O

Mettons-nous sous I’hypothese du lemme précédent. Soit X le disque Spec(@,) ou
O, = k[[€,]] avec £ un corps fini de caractéristique bonne par rapport a ¥ *. Soient q, €
¢, (Gy) et ay € ¢i,(O,) tels que v(a;) = ay. L'isogénie T, — Ty donnée par ¥* induit
par torsion une isogénie des tores J, — J,, d’apres 1.4.3. De plus, I'isogénie induit un
isomorphisme entre les algebres de Lie de ces tores sous I’hypothése que la caractéristique
est bonne par rapport a ¥. On peut donc transporter des mesures de Haar de J, (F,) a
Jo(F,) et inversement. On va utiliser la méme notation d#, pour ces mesures de Haar
compatibles.

Théoréeme 1.12.7. — Supposons que la caractéristique résiduelle est supérieure a deux fous le
nombre de Coxeter de G et de Go. On a Uégalité suivante entre les intégrales orbitales stables

SO, (lg,,d#) =80, (1g,, dt)
ou g, est la_fonction caractéristique du compact g;(Q,) dans g,(F,).

Cette égalité a été conjecturée par Waldspurger qui ’appelle le lemme fondamen-
tal non standard. Dans [83], il a démontré que la conjonction du lemme fondamental
ordinaire 1.11.1 et du lemme non standard ci-dessus implique le lemme fondamental
tordu.

1.13. Formule globale de stabilisation. — Revenons a la conjecture de Langlands-
Shelstad. Le lemme fondamental consiste en une identité d’intégrales orbitales locales.
Il sera néanmoins nécessaire de le replacer dans son contexte global d’origine qui est la
stabilisation de la formule des traces. Nous allons donc passer en revue la structure de la
partie anisotrope sur un corps global de caractéristique positive. Cette revue nous servira
de guide plus tard pour étudier la structure de la cohomologie de la fibration de Hitchin.

Soient k£ =F, et I le corps des fonctions rationnelles sur une courbe projective
lisse géométriquement connexe X sur k. Pour tout point fermé v € |X][, notons F, la
complétion de F selon la valuation définie par v et @, son anneau des entiers. Pour
simplifier; nous allons supposer dans cette discussion que G est un groupe semi-simple
déployé.

Pour toute classe & € H'(F, G), on note G® la forme intérieure de G définie par
Pimage de & dans H!(F, G*). On appellera la forme G ainsi définie une forme inté-
rieure forte. Au lieu de considérer la formule des traces de G, on va considérer la somme
des formules des traces sur les formes intérieures fortes qui sont localement triviales. La
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stabilisation de la somme devient plus simple et admet une interprétation géométrique
plus directe. Le processus de stabilisation qu’on va présenter est dt a Langlands et Kott-
witz ¢/ [50] et [44]. Nous reprenons ici ’exposition de [58].

Considérons donc la somme

(1.13.1) Y. ). 0,1y

gcker! (F,G) yegb-ani(F)/~
ou

(1) ker'(F, G) est I'ensemble des classes d’isomorphisme des G-torseurs sur F
d’image triviale dans les H'! (F,, G) pour tous v € |X].

(2) g estla forme de g sur F définie par &.

(3) ¥ parcourt 'ensemble des classes de conjugaison régulieres semi-simples de
g (F) dont le centralisateur dans g (F ®; k) est un tore anisotrope.

(4) O, (1p) est 'intégrale orbitale globale

0, (1p) 2/ Ip(ad(g)~'y)dg
G5 (F\G(A)

de la fonction

In=Q) In, : g(A) — C

velX|

D étant un diviseur ) v 4v, lp, étant la fonction caractéristique du com-
pact ouvert e~ g(0,) de g(F,), les entiers d, étant des entiers pairs, nuls sauf
pour un nombre fini de places v. L'intégrale est convergente pour les classes
anisotropes Y.

(5) dg estla mesure de Haar normalisée de G(A) de telle facon que G(O,) soit de

volume un.

Considérons le morphisme caractéristique de Chevalley x : g — ¢ ainsi que ses
formes tordues

x' g —c¢

par les classes & € H!(F, G). Notons que le groupe des automorphismes de G agit sur
¢ a travers le groupe des automorphismes extérieurs de sorte que la torsion par les &
n’affecte pas ¢. Toute classe de conjugaison y de g¢(F) définit donc un élément a € c(F).
Comme le centralisateur de y semi-simple régulier ne dépend que de q, il existe un sous-
ensemble ¢ (F) de ¢(F) des éléments a provenant des classes y semi-simples réguliéres
et anisotropes dans gf (F ®; ). La somme (1.13.1) peut se réécrire comme une somme
sur les a € ¢™(F) :

(1.13.2) >y > 0, (lp).

a€c™i(F) geker! (F,G) y €g° (F)/~, x (y)=a
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Pour chaque élément a € ¢ (F), la section de Kostant 1.2.1 produit un élément
Yo = €(a) € g(F) d’image x(y) = a. On a noté J, le centralisateur I, de y,. Puisqu’on
s’est restreint a la partie semi-simple réguliere anisotrope, J, est un tore anisotrope. Le
tore dualja défini sur Q; est muni d’une action finie de I' = Gal(F/F) telle que le groupe
j}; des points fixes est un groupe fini.

Pour tout & € ker! (F, G), les classes de conjugaison y € g* (F) telles que x(y) =a
sont en bijection avec les classes de cohomologie

a =inv(yy, y) € H'(F,],)

dont I'image dans H!(F, G) est I’élément &. Ainsi 'ensemble des paires (&,y) de la
somme (1.13.2) ot £ € ker' (F, G) et ¥ est une classe de conjugaison de g¢(F) d’image
a € ¢™(F) est en bijection avec

ker|:H1(F,Ja) — PH'EF.. G)].

velX]|

Pour qu’une collection de classes de conjugaison (y,),¢x| de g(F,) avec x () =a
provienne d’une paire (§, y) de la somme (1.13.2), il faut et il suffit que y, = y, pour
presque tout v et que

(1.13.3) > el =0
velX|

ou o, = 1nv, (¥, ¥y) d’apres [41]. Si c’est le cas, le nombre de paires (£, ) qui s’envoient
sur cette collection (), )yex| est égal au cardinal du groupe

ker'(F,J,) = ker[Hl(F, Jo)— @H'F.. Ja)].

velX]|

On va maintenant faire entrer en jeu les intégrales orbitales locales. Soit @), ¢y d,
la mesure de Tamagawa sur J,(A) ¢f [62]. Dans le cas ou J, est un tore anisotrope, le
quotient J,(F)\J,(Ay) est compact. Son volume

7(J.) = vol (Ja(F) \J.A), X dzv)
velX|

est le nombre de Tamagawa. Rappelons la formule d’Ono [62]

(1.13.4) [ker' (F,J)] () = |mo(})

La somme (1.13.2) se réécrit maintenant comme suit

(1.13.5) D kel @) 100 Y. [[0n b, dw)

aeci(F) (Volvelx| v
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ot les y, sont des classes de conjugaison de g(F,) vérifiant I'équation (1.13.3). En mettant
en facteur le nombre de Tamagawa 7(J,), on trouve une somme de produits d’intégrales
orbitales locales [ [, O,,(1p,, d#) au lieu des intégrales orbitales globales O, (1p). En
appliquant la formule d’Ono (1.13.4), la somme (1.13.2) devient

(1.13.6) > ‘no(jﬁ;)‘ > T]0,.0p,.du)

aecai(F) (Mveix] v

ou les (y,) vérifient la condition (1.13.3). Notons qu’avec I’hypothese J, anisotrope, le
groupejf est un groupe fini de sorte que nod{f) =j£

En utilisant la transformation de Fourier sur le groupe fini j{l;, la somme (1.13.2)
devient

(1.13.7) > Zo;(lD, ®dt,,>

aECa“i(F)KGjE velX]|
avec
(1.13.8) og<1D, ®dtv) =] Y. (v 1).4)0,,(Ip,. ).
velX| velX| yegFy)/~

x(y)=a

L’opération suivante consiste a permuter la sommation sur les @ et la sommation
sur les k. En choisissant un plongement de J, dans G, « définit une classe de conjugaison
semi-simple [« ]. L'intersection J| N[x] de J! avec la classe de conjugaison [k] ne dépend

pas du choix de plongement deja dans G. La somme (1.13.2) devient maintenant

(1.13.9) oy og(lD,(X)dt,,).

[k]eG/~ acc™(F) kefl N[k] velX]

Rappelons qu’on a supposé que G est un groupe semi-simple adjoint. Pour chaque
classe de conjugaison [k] on choisit un représentant k¥ € G. Comme G est un groupe
semi-simple simplement connexe, G, estun groupe réductif connexe. Soit H=G, etH
le groupe réductif dual de H. Comme on ne sintéresse qu’a la partie anisotrope on écarte
tous les H qui ne sont pas semi-simples. Supposons donc H semi-simple et regardons le
morphisme

vy 1 cH(F) — ().

Un élément a est dans I'image de vy si et seulement si J© N [k] est non-vide. En général,
on a une bijection canonique entre ’ensemble J; N [x] et 'ensemble des a € c}l{“i(F)
dans la préimage de a.
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En supposant le lemme fondamental, la somme (1.13.2) devient

(113.100 > > SOa(lD,®dtv>

H aHecﬁ‘i(F) velX]|

ou la premiére somme porte sur I’ensemble des classes d’équivalence des groupes endo-
scopiques elliptiques de G.

Comme nous I’avons remarqué dans [57, 1], le comptage des points a valeurs dans
un corps fini de 'espace de module des fibrés de Higgs donne essentiellement I’expression
(1.13.2). On y a d’ailleurs proposé une interprétation géométrique du processus de sta-
bilisation (1.13.2)=(1.13.7) comme une décomposition de la cohomologie de la fibration
de Hitchin par rapport a I’action de ses symétries naturelles. Il s’agit donc d’une décom-
position en somme directe d’'un complexe pur sur la base de la fibration de Hitchin.

Légalité (1.13.2)=(1.13.10) sera interprétée comme une égalité dans un groupe
de Grothendieck entre deux complexes purs. Le théoréme 6.4.2 est une variante pré-
cise de cette interprétation dont on déduira le lemme fondamental de Langlands-

Shelstad 1.11.1.

2. Centralisateur régulier et section de Kostant

Nous rappelons ici la construction du centralisateur régulier et du morphisme du
centralisateur régulier vers le centralisateur de [57]. Nous rappelons aussi la description
galoisienne du centralisateur régulier de Donagi et Gaitsgory [23].

On garde les notations de 1.3. En particulier, G est un groupe réductif déployé sur
un corps 4 et G est une forme quasi-déployée de G sur un £-schéma X. On suppose que
la caractéristique de £ ne divise pas 'ordre de W.

2.1. Centralisateur régulier. — Soit I le schéma en groupes des centralisateurs au-
dessus de g. La fibre de I au-dessus d’un point x de g est le sous-groupe de G qui centra-
lise x

I, = {g € Glad(g)x = «}.

La dimension de I, dépend en général de x de sorte que I n’est pas plat sur g mais la
restriction "¢ de I a 'ouvert g™# est un schéma en groupes lisse de dimension relative 7.
Puisque sa fibre générique est un tore, c’est un schéma en groupes commutatif lisse.

Le lemme [57, 3.2] suivant est le point de départ de notre étude de la fibration de
Hitchin. Pour la commodité du lecteur, nous allons rappeler brievement sa démonstra-
tion.
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Lemme 2.1.1. — [ existe un unique schéma en groupes lisse commutatif ] sur ¢ muni d’un
wsomorphisme G-équivariant

(XD gres = T gree.

De plus, cet isomorphisme se prolonge en un homomorphisme x*J — 1.

Démonstration. — Solent x;, xo deux points de grEg(/_f) tels que x(x) = x(x) = a.
Soient I, et I,, les fibres de I en x; et xy. Il existe g € G(k) tel que ad(g)x; = xy. La
conjugaison par g induit un isomorphisme I,, — I,, qui de surcroit ne dépend pas du
choix de g puisque I,, est commutatif. Ceci permet de définir la fibre J, de J en a.

La définition de J] comme un schéma en groupes affine au-dessus de ¢ procede
par descente fidélement plate. Notons I} et I,* les schémas en groupes sur g% x . "¢
images réciproques de I"® = I| g par la premiere et la deuxiéme projection. La donnée
de descente de I'* le long du morphisme x5 : g'®® — ¢ consiste en un isomorphisme
o1y : I,® — I}® qui vérifie une condition de cocycle. Nous allons construire o1y en laissant
le soin de vérifier la condition de cocycle au lecteur.

La construction de 'isomorphisme o7y se fait aussi par descente. Considérons le
morphisme

reg

G X greg_) greg Xc g

défini par (g, x) — (x, ad(g)x). C’est un morphisme lisse surjectif donc a fortiori fide-
lement plat. Au-dessus de G x g"2, on a un isomorphisme canonique entre I}* et I,*
qui consiste en la structure G-équivariante de I. Pour que cet isomorphisme descende
a g's X, g'8, 1l faut vérifier une identité au-dessus du carré de G x g's au-dessus de
g™ x . g"¢. Apres avoir identifié¢ ce carré a G x I}®, Pidentité a vérifier se déduit de la
commutativité du g™¢-schéma en groupes I;®.

On a donc construit un schéma en groupes lisse commutatif | au-dessus de ¢ muni
d’un isomorphisme G-équivariant x *J|ges — I|gres. Cet isomorphisme s’étend en un ho-
momorphisme de schéma en groupes x*J — I puisque x*J est un £-schéma lisse, I est un

k-schéma affine et de plus x*J — x*J|g== est un fermé de codimension trois de x*J. U

Nous appelons J le centralisateur régulier. On peut en fait prendre comme définition
J =€l ou € est la section de Kostant de 1.2. Notons que J est muni d’une structure
G, -équivariante pour laction de G,, sur ¢ définie par les exposants. Par descente, on a
un schéma en groupes sur [¢/G,,] qu’on notera également J, voir [57, 3.3].

2.2. Sur le quotient [g/G]. — Le morphisme de Chevalley x : g — ¢ étant G-
invariant, il se factorise par le champ quotient [g/G] et le morphisme

[x1:[g/G] — .
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Rappelons que [g/G] associe a tout k-schéma S le groupoide des couples (E, ¢) ou E est
un G-torseur sur S et oul ¢ est une section du fibré adjoint ad(E) associée a la représen-
tation adjointe de G.

Au-dessus de ¢, on a défini un schéma en groupes commutatif lisse J. Soit BJ le
classifiant de J qui associe a tout c-schéma S le groupoide de Picard des J-torseurs sur S.
Le lemme 2.1.1 montre qu’on a une action de BJ sur [g/G] au-dessus de ¢. En effet, on
peut tordre un couple (E, ¢) € [g/G](S) par un J-torseur a 'aide de ’homomorphisme
x*J—Ide2.1.1.

Proposition 2.2.1. — Le morphisme [ x 8] : [g7%/G] — ¢ est une gerbe liée par le centrali-
sateur régulier J. De plus, cette gerbe est neutre.

Démonstration. — L’assertion que [x %] est une gerbe se déduit du fait que la res-
triction de ’'homomorphisme x*J — I a g’ est un isomorphisme G-équivariant par
construction de J. La section de Kostant € : ¢ — g"® composée avec le morphisme quo-
tient g'¢ — [g"¢/G] neutralise la gerbe. Nous noterons ce point [€]: ¢ — [g"¢/G]. U

2.2.2. — Il n’est donc pas déraisonnable de penser [g/G] comme une sorte de
compactification du champ de Picard BJ. C’est un moule avec lequel on fabrique des
situations géométriques plus concrétes comme la fibre de Springer affine et la fibration
de Hitchin en évaluant sur différents schémas S. Pour les fibres de Springer affines, on
I’évalue sur 'anneau des séries formelles a une variable ¢/ 3. Pour la fibration de Hitchin,
on ’évalue sur une courbe projective lisse ¢f 4. Pour cette derniére, on a besoin de tenir
compte aussi de I'action de G,, qui agit par homothétie sur g.

2.2.3. — Le centralisateur régulier J est muni d’une action de G,, qui reléve
l'action de G,, sur ¢. Le classifiant BJ au-dessus de [¢/G,,] agit sur [g/G X G, ]. Ce
dernier contient comme ouvert [g*¢/G X G,,]. Le morphisme

(2.2.4) [X7%/G] 2 [975/G X Gyl = [¢/G, ]

est encore une gerbe liée par J. Cette gerbe n’est pas neutre en général. Elle le devient
néanmoins apres I'extraction d’une racine carrée du fibré inversible universel sur BG,,.
Considérons I’lhomomorphisme [2] : G,, — G,, défini par ¢ > #*. 1l induit un morphisme
B[2] : BG,, — BG,, qui consiste en I'extraction d’une racine carrée du fibré inversible
universel sur BG,,. Nous indiquons par un exposant [2] le changement de base par ce
morphisme. En particulier; on a un morphisme

(/G : [8/G x G, 1% — [¢/ G, 17

En effet, [¢/G,]" est le quotient de ¢ par 'action de G,, définic comme le carré de
I’action par les exposants et [g/G x G,,]*! est le quotient de g par I’action adjointe de G
et le carré de ’homothétie. Considérons le composé de deux homomorphismes

G,—-TxG,—>GxG,
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dont le premier est défini par ¢+ (2p(?), ¢) ou 2p est la somme des coracines positives.
La section de Kostant 1.2 € : ¢ — g est équivariante par rapport a cet homomorphisme
de sorte qu’il induit une section de [x /G,,]"". Nous pouvons reformuler ce qui précéde
d’une facon plus commode.

Lemme 2.2.5. — Sowent S un k-schéma muni d’un fibré inversible D et hyy : S — BG,, le
morphisme associé vers le classifiant de G,,. Soit a : S — [¢/G,,] un morphisme au-dessus de hy. La
section de Kostant et le choix d’une racine carrée D' de D nous permetient de définir une section

[€]”(a) : S — [g"5/G x G,].

2.3. Lecentre de G et les composantes connexes de J. — Le contenu de ce paragraphe est
bien connu.

Proposition 2.3.1. — St G est un groupe de centre connexe, le centralisateur régulier J a des
fibres connexes.

Démonstration. — Dans le cas d’un élément nilpotent régulier, il s’agit d’un théoréme
de Springer ¢f [75, 11, 3.7 et 1.14] et [73, théoréme 4.11]. Le cas général s’y ramene par
la décomposition de Jordan. Soit x € g(k) un point géométrique de g qui est régulier. Soit
x = s + n sa décomposition de Jordan ou s € g(/_f) est un élément semi-simple et n € g(/_f)
est un élément nilpotent tel que [s, n] = 0. D’apres [38, 3, lemme 8], le centralisateur G,
de s est un sous-groupe réductif connexe de G et de plus, son centre est connexe. On
applique donc le théoréme de Springer a ’élément nilpotent régulier n de Lie(G,). [

Corollaire 2.3.2. — Pour tout x € greg(/_f), Uhomomorphisme canonique Z.c, — 1, induit un
homomorphisme surjectif woy(Z) — mo(1,).

Démonstration. — Soient G* le groupe adjoint de G et 1*! le centralisateur de x
dans G*. On a la suite exacte

| > Ze—>L—>T9— 1.

Puisque I*? est un groupe connexe par la proposition qui précéde, la fleche canonique
wo(Zg) = mo(1,) est surjective. ]

2.4. Description galoisienne de J. — A la suite de Donagi et Gaitsgory [23], on peut
décrire le schéma en groupes J au-dessus de ¢ a I’aide du revétement fini et plat 7 : t — c.
Notre présentation sera un peu différente de la leur.

Considérons la restriction a la Weil du tore T x t sur t

M:= l_[(T x t) = 7,(T x t).
t/c
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Comme schéma en groupes sur ¢ et pour tout ¢-schéma S, on a
I1(S) = Hom(S x . t, T x t).

La représentabilité se déduit de ce que le morphisme t — ¢ est fini et plat ¢/ [10, 7.6].
Comme la restriction a la Weil préserve la lissité, IT est un schéma en groupes lisse et
commutatif au-dessus de ¢ de dimension relative r§ W. Au-dessus de 'ouvert ¢, le revé-
tement t* — ¢™ est fini étale de sorte que la restriction de IT a cet ouvert est un tore.

Le S-schéma en groupes fini étale W agit simultanément sur T et t. L’action dia-
gonale de W sur T x t induit une action de W sur IT. Les points fixes par W définissent
un sous-foncteur fermé J! de IT.

Lemme 2.4.1. — Le sous-schéma_fermé J' de T1 est un schéma en groupes commutatif et lisse
au-dessus de c.

Démonstration. — Puisque la restriction de scalaires a la Weil préserve la lissité, I1
est lisse au-dessus de ¢. Puisque 'ordre de W est premier a la caractéristique, les points
fixes de W dans le schéma lisse TT forment un sous-schéma fermé J' lisse sur c. 0J

La proposition qui suit est un renforcement de (1.4.2).

Proposition 2.4.2. — Il existe un homomorphisme canonique ] — J' qui de plus est un iso-
morphisme au-dessus de louvert ¢** de c.

Démonstration. — Commengons par construire un homomorphisme de J dans la
restriction a la Weil 7, (T x t). Par adjonction, il revient au méme de construire un ho-
momorphisme

7 ]—-Txt

de schémas en groupes au-dessus de t.

Rappelons la résolution simultanée de Grothendieck et Springer. Soit g le schéma
des couples (x, gB) ou x € g et gB € G/B qui vérifie ad(g) "' (x) € Lie(B). Ici, B désigne
le sous-groupe de Borel de I'épinglage de G. Notons 7y : § — g la projection sur la
variable x. La projection Lie(B) — t définit un morphisme x : g — t qui compléte le
carré commutatif :

X
E—

g

t
¢

0 <— 0O

e
X
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De plus, si on se restreint a 'ouvert g de g, on obtient un diagramme cartésien :

X reg
greg R t

reg
7Tg i i T

greg c
X reg

Drapres 2.1.1, (x"#)*J = I|g=s si bien que pour construire un homomorphisme de t-
schémas en groupes m*] — (T x t), il suffit de construire un homomorphisme de g"s-
schémas en groupes

re; * ~Te;
(%) (] grs) > T x g"*
qui soit G-équivariant. Nous avons besoin d’un lemme.

Lemme 2.4.3. — Pour tout (x, gB) € ﬁreg(/_f), onal, Cad(g)B.

Démonstration. — L’assertion est claire pour les éléments x qui sont réguliers semi-
simples. En effet, pour ceux-ci, le centralisateur I, est un tore qui agit sur la fibre Ty "(x).
Puisque celle-ci est un ensemble discret, 'action du tore est nécessairement triviale.

Considérons le schéma en groupes H au-dessus de g™¢ dont la fibre au-dessus de
(x, gB) € g8 est le sous-groupe de I, des éléments £ tels que & € gBg™!. Par construction,
C’est un sous-schéma en groupes fermés de (75 ")*I qui coincide avec (74 ")*I|gee au-
dessus de 'ouvert dense des couples (x, gB) avec x réguliers semi-simples. Or (74®)*I| gres
est plat sur §™¢, ce sous-schéma en groupes est nécessairement égal & (7rg *)*I| gres. 0J

Considérons le schéma en groupes B au-dessus de G/B dont la fibre au-dessus de
gB est le sous-groupe ad(g)B de G. Notons B|z« le changement de base de B a g™®. Le

reg

lemme ci-dessus montre qu’au-dessus de g8, on a un homomorphisme
I|greg —> B|greg.

Par ailleurs, on dispose d’'un homomorphisme de B dans le G/B-tore T x G/B.

En composant, on obtient un homomorphisme G-équivariant
I|grrg —> T X greg

qui est un isomorphisme au-dessus du lieu régulier semi-simple. Au-dessus du lieu régulier
semi-simple, I'action de W sur |z« se transporte sur 'action diagonale de T x g". Par
adjonction, on obtient un homomorphisme

I|g“7g - (ng)*(T X greg)



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGEBRES DE LIE 35

qui se factorise par le sous-foncteur des points fixes sous I’action diagonale de W sur
(7). (T x §%),

Par descente, on obtient un homomorphisme J — J' qui est un isomorphisme au-
dessus de ¢*. UJ

Signalons une variante de la description de J'.

Lemme 2.4.4. — Sout p : X, — X un revétement fini élale galoisien de groupe de Galois © ,
qui trivialise le torseur pg. Alors J' est canoniquement isomorphe au sous-schéma des points fixes dans la
restriction des scalaires a la Weil

l_[ (T xX, xt)

(X, xt)/c

pour Caction diagonale de W X © , sur T x X, x t.

Démonstration. — L’assertion a démontrer étant locale pour la topologie étale de X,
on peut supposer que pg et p sont triviaux. Dans ce cas, elle est immédiate. UJ

En suivant [23], nous allons définir un sous-faisceau J' de J' que nous démontre-
rons qu’il coincide avec I'image de ] — J'. Cette définition nécessitera un peu de prépa-
rations. L construction qui suit est locale pour la topologie étale de la base X de sorte
qu’on peut supposer G déployé. Pour toute racine o € ®, soit 4, ’hyperplan de t noyau
de l'application linéaire do : t = G,. Soit 5, € W la réflexion par rapport a 'hyperplan
hy. Soit T* le sous-groupe de T des éléments fixes par s,. On a alors I'inclusion

a(T ) C {£1}.

Soient x un point géométrique de t tel que s, (x) = x et a son image dans ¢. Puisque J' est
la partie W-invariante du faisceau [, (T x t), on a un homomorphisme canonique de
J! dans la fibre T x {x} dont 'image est contenue dans T* x {x}. En composant avec la
racine « : T'— G,,, on obtient un homomorphisme «, J}Z — G,, d’image contenue dans
{£1}.

Soit J° le sous-schéma en groupes ouvert des composantes neutres de J'. Par
construction J? est la composante neutre de J! de sorte que J? est contenu dans le noyau
de «,.

Définition 2.4.5. — Soit ]’ le sous-foncteur de J' qui associe a tout ¢-schéma S, est
le sous-ensemble J'(S) de J'(S) des morphismes W-équivariants

SiSx t—=>T

tel que pour tout point géométrique x de S X, t stable sous une involution s,(x) = x
attachée a une certaine racine o, on a @ (f (x)) # —1.
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Lemme 2.4.6. — Le sous-foncteur J' de J' est représentable par un sous-schéma en groupes
ouvert affine de J'. De plus, on a des inclusions J° C J C J'.

Démonstration. — On va commencer par démontrer que le sous-foncteur J" est re-
présentable par un sous-schéma ouvert affine de J'. Comme le morphisme t — ¢ est fini
et plat, il suffit de démontrer cette assertion apres un changement de base a t. Il suffit
donc de démontrer que J' X t est le complément d’un diviseur de Cartier de J' x. t.

Pour tout t-schéma S, les S-points de J' sont des morphismes W-équivariants f :
S X t— T. Un tel morphisme induit pour tout t-schéma S un morphisme f5 : S — T
par restriction a la diagonale.

I1 est loisible ici de se restreindre au cas déployé. I'image inverse du diviseur dis-
criminant D¢ de ¢ est une réunion des hyperplans de racine /,. La restriction de J' a
chaque hyperplan /, admet alors un morphisme canonique sur le sous-groupe 1T°* de T.
En composant avec la racine &, on obtient donc un morphisme J! x . A, — {£1}. L'image
inverse de —1 est alors une partie ouverte et fermée de J' X 4,, éventuellement vide, et
est donc un diviseur de Cartier de J' x t. Par définition, ]’ X t est le complément de la
réunion de ces diviseurs.

I résulte du méme argument que J' X, t est un sous-schéma en groupes ouverts
de J'. Tl s’ensuit que J' est un sous-schéma en groupes ouvert de J'. 1l contient donc le
schéma en groupes des composantes neutres J°. O

I’énoncé suivant est une variante d’un théoréme de Donagi et Gaitsgory [23, théo-
réme 11.6]. On propose ici une démonstration un peu différente.

Proposition 2.4.7. — Lhomomorphisme ] — J' de 2.4.2 se_factorise par le sous-schéma en
groupes ouvert J' de 2.4.5 et induit un isomorphisme ] — J'.

Démonstration. — Pour démontrer que J — J' se factorise par J', il suffit de démon-
trer que pour tout a € c(k), I’homomorphisme 7y(J,) — 7o (]i) se factorise par mo(J)). Il
suffit de vérifier que fibre par fibre I’homomorphisme 74(J,) — 7o(J}) se factorise par
9(J"). Rappelons que 'homomorphisme Zg — J, induit un homomorphisme surjectif
7o(Zg) = 7(J,) dapres 2.3.2. 1l suffit donc de vérifier que I’lhomomorphisme Z¢g — J!
se factorise par J). Mais ceci est évident car la restriction de n’importe quelle racine a Zg
est triviale.

Puisque J et J' sont des schémas affines qui sont lisses au-dessus de ¢, pour dé-
montrer que ’homomorphisme J — J" est un isomorphisme, il suffit de le faire au-dessus
d’un ouvert de ¢ dont le complément est un fermé de codimension deux. L'image in-
verse de D¢ dans t est la réunion des hyperplans 4, de racine. Soit D le fermé de D
dont I'image inverse est le lieu des points appartenant a au moins deux hyperplans /.
Il est clair que D¢ est un fermé de codimension deux de c¢. Il suffit de démontrer que

sing

I'isomorphisme entre J et J' sur ¢ — D¢ se prolonge en un isomorphisme sur ¢ — D, .
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Soit a € (¢ — @Séng) (k). 1l suffit de démontrer que I’lhomomorphisme J — J' est un
isomorphisme au-dessus d’un voisinage étale de a. Si a ¢ Dg, il n’y a rien a démontrer
car on a vu que ] =] =] sur 'ouvert ¢ — D¢. Si maintenant € Dg — D", on peut
trouver s € t(k) d’image a tel que s annulé par une unique racine o. Soient T, le noyau de
a:T— G, et H, le centralisateur de T,. Soit 7 un élément nilpotent régulier de I’algebre
de Lie b, de H, qui s’identifie & une sous-algebre de Lie de g. L’élément x = s+ 7 est un
élément régulier de g d’image a dans c. Il est aussi un élément régulier de ), d’'image ay,
dans I'espace des polyndémes caractéristiques ¢y, de H,. On vérifie que le morphisme
(g, — ¢ envoie ay, en a et est étale en ce point. On peut aussi vérifier que dans un
voisinage de ay,, les images réciproques de J, J' et J' a ¢y, coincident avec les mémes
groupes mais associés a H,. On peut ainsi ramener le probléme au cas particulier d’un
groupe dont le rang semi-simple vaut un.

Un groupe de rang semi-simple un est isomorphe a un produit de SLy, PGLy ou
GLy avec un tore. Il suffit donc de se restreindre a ces trois groupes. Par un calcul direct,
on vérifie que le centralisateur J a une fibre non-connexe dans le cas SLy alors que dans
les deux autres cas, ses fibres sont toutes connexes. Il en est de méme pour J'. U

Corollaire 2.4.8. — L’homomorphisme ] — J' de ¢f. 2.4.7, induit un isomorphisme sur leurs
sous-schémas ouverts des composantes neutres des fibres.

2.5. Le cas des groupes endoscopiques. — Considérons une donnée endoscopique
(k, pi) de G etle groupe endoscopique associé H ¢f 1.8.1. On a défini un morphisme fini
plat v : cg — ¢ entre les X-schémas des polynémes caractéristiques de H et de G ¢f 1.9.
Le centralisateur régulier J sur ¢ et le centralisateur Ji régulier de H sur ¢y sont reliés de
la facon suivante.

Proposition 2.5.1. — Il exuste un homomorphisme canonique

. *
piv]—Ju
qui est un isomorphisme au-dessus de Uouvert ¢ ™ = v~ (¢™).

Démonstration. — Reprenons les notations de 1.9. En particulier, on a un revétement
fini plat p, X t— ¢ qui permet de réaliser ¢ comme le quotient invariant de p, X t par
W X 7y(k). De méme, ¢y est le quotient invariant de p, X t par Wy X 7y(x). Rappelons
aussi que le morphisme v : ¢g — ¢ a été construit dans 1.9 en produisant un homomor-
phisme

Wx X (k) = W X 1 (k)

compatible avec les actions de ces deux groupes sur p, X t.
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D’aprés 2.4.4, on a les descriptions suivantes de J' et Ji;

3 =TT (e xex om0

Pre Xt/c

et son analogue pour H

Ji= [T (o xex N,

P Xt/cH

Le morphisme évident
P X t— (P X t) Xy

qui est Wy X 1 (k)-équivariant par 1.9.1, induit un homomorphisme v*J' _>Jh On

;o , . . . G_ S
a vérifié que cet homomorphisme est un isomorphisme au-dessus de l'ouvert ¢y ™

dans 1.9.2.

D’aprés 2.4.8, on a un homomorphisme J — J! qui induit un isomorphisme entre
leur sous-schéma ouvert des composantes neutres des fibres. Pour vérifier que ’homo-
morphisme v*J' — Ji; se restreint en un homomorphisme v*] — Jy, il suffit de démon-
trer que pour tout ayy € ¢ (k) d’image a € c(k), ’homomorphisme

70(Ja) = o (Ji1.upy)

qui se déduit de J! —>J11{’QH, envoie le sous-groupe 74(J,) C 7(J}) dans le sous-groupe
7o(Jr.ay) C o (]il,aH). Puisque 'ensemble des racines de H est un sous-ensemble de 'en-
semble des racines pour G, les conditions qui délimitent le sous-groupe 7y(Jy4,) dans le
groupe (JII'LLIH) sont satisfaites par les éléments de my(J,) ¢f 2.4.5. La proposition suit. [J

3. Fibres de Springer affines

Par analogie avec les fibres de Springer dans la résolution simultanée de Grothen-
dieck-Springer, Kazhdan et Lusztig ont introduit les fibres de Springer affines et ont
étudié leur propriété géométrique. Goresky, Kottwitz et MacPherson ont réalisé le lien
entre les fibres de Springer affines et les intégrales orbitales stables via le comptage de
points de certain quotient des fibres de Springer affines. Dans ce chapitre, nous allons
passer en revue les propriétés géométriques des fibres de Springer affines suivant Kazh-
dan et Lusztig en donnant quelques compléments. Le comptage de points sera revu dans
le chapitre 8.

Voici les notations qui seront utilisées dans ce chapitre. Soient £ un corps fini a ¢
éléments et & une clture séparable de £. Lhypothése que la caractéristique de £ soit plus
grande que deux fois le nombre de Coxeter est toujours en vigueur. Soient I, un corps
local d’égales caractéristiques, @, son anneau des entiers dont le corps résiduel £, est une
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extension finie de £. On notera X, = Spec(0,) le disque formel associé et X? le disque
formel épointé. Soient v le point fermé de X, et 1, son point générique.

Soient O, = O, @, k et X, = Spec(@v). L’ensemble des composantes connexes de
X, est en bijection avec I'ensemble des plongements de extension k, de & dans &

Xv: |_| X{).

On choisit une uniformisante €,.
En choisissant un point géométrique 7, dans la fibre géométrique de X, on obtient
la suite exacte habituelle

1 -1, > I, > Gal(k/k) — 1

ou I'y = m(ny, n,) est le groupe de Galois de F, et I, = 7, (X5, 1y) son sous-groupe
d’inertie.

Soit G une forme quasi-déployée de G sur X, associée a un Out(G)-torseur p;. En
choisissant un point géométrique de pg au-dessus de 7, on obtient un homomorphisme
pé Ty = Out(G) qui se factorise a travers Gal(/_f/ ky). Au-dessus de X,,, p¢ est le torseur
trivial.

3.1. Rappels sur la grassmannienne affine. — Pour tout k-schéma affine S = Spec(R),
notons X, x S = Spec(0, ®;R) o O, ®R est la complétion v-adique de @, ® R. No-
tons X? xS Pouvert complémentaire de {v} x S dans X, X S.

La grassmannienne affine est le foncteur 4, qui associe a tout £-schéma affine noe-
thérien le groupoide des G-torseurs E, sur X, X S munis d’une trivialisation sur X* x S
[33, Prop. 2]. Notons qu’un automorphisme de E,, trivial sur X® X S est nécessairement
trivial de sorte que ce groupoide est une catégorie discrete. On pourra aussi bien le rem-
placer par I’ensemble des classes d’isomorphisme.

D’apres [33, Prop. 2], 4, est représentable par un ind-schéma sur £ : il existe
un systeme inductif de £-schémas projectifs indexés par les entiers dont les fleches de
transition sont des immersions fermées et dont la limite inductive représente le foncteur
g,. Comme G est un schéma en groupes lisse de fibres connexes, ’ensemble des £-points
de §, s’exprime comme un quotient

G (k) = G(F,)/G(O,).

Quand G = GL,, cet ensemble s’identifie naturellement a I'ensemble des @,-réseaux
dans le F,-espace vectoriel F&'.

La méme définition vaut quand on remplace £ par £, X, par X; pour tout plonge-
ment ¥ : k, — k. On a alors la grassmannienne affine §; définie sur £. On a la formule

G ® k= l_[ $s-

Diky—k
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3.2. Fibres de Springer affines. — Nous gardons les notations de 1.3. En particulier,
on a un schéma ¢ au-dessus de X, obtenu par torsion extérieure de ’espace des poly-
némes caractéristiques ¢ de g comme dans le théoréme de Chevalley 1.1.1.

Notons

¢“(9,) = ¢(0,) N ¢*(F,)

I’ensemble des @, -points de ¢ dont la fibre générique est réguliere semi-simple. Rappelons
qu’on a la section de Kostant € : ¢ — g™¢ ¢f 1.3.4. Pour tout a € ¢¥(¢,), on a un point

[e](a) € [g"¢/G]

qui consiste en le G-torseur trivial E, sur X, et une section
Yo € N'(X,y, ad(Ey))

ayant ¢« comme polynéme caractéristique.

Pour chaque a € ¢*(0,), on définit la fibre de Springer affine M, (a) comme suit.
Le foncteur M, (a) associe a tout k-schéma affine noethérien S le groupoide des couples
(E, ¢) formés d’'un G-torseur E sur X, XS et d’une section ¢ de ad(E), munis d’un iso-
morphisme avec (Eo, ) sur X? xS. En particulier

[X1(E, @) = [x]1(Eo, yo) = a.

Notons que par construction, le G-torseur E; est le torseur trivial si bien que E
détermine un point de la grassmannienne affine.

Proposition 3.2.1. — Le foncteur d’oubli (E, ¢) v E définit un morphisme de la fibre de
Springer affine M, (a) dans la grassmannienne affine G, qui est une vmmersion fermée. En particu-
lier, M, (a) est strictement représentable par un ind-schéma. De plus, le réduit M;ed (a)de M, (a) est
représentable par un schéma localement de type fini.

Démonstration. — La premiére assertion est immédiate. La seconde assertion a été

démontrée par Kazhdan et Lusztig [36]. U

Considérons 'ensemble des £-points de M, (a). Soit (E, ¢) un objet de M, (a, k).
Les fibres génériques de E et de Eq étant identifiées, la donnée de E consiste en une
classe g € G(F,)/G(O,). Puisque ¢ est identifiée a y, sur la fibre générique, pour que ¢
définisse une section sur X, de ad(E) ® D, il faut et il suffit que ad(g) "'y, € g(9,). On a
donc

Mo (a, ) = {g € G(F,)/G(O,) | ad(@) "'y € 8(0,)}.

Nous allons maintenant considérer une variation triviale de la construction précé-
dente en présence d’un faisceau inversible D’ sur X,,. Cette variation sera nécessaire pour
réaliser le passage entre les fibres de Springer affines et les fibres de Hitchin.
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Soient D = D'®? et hp : X, — BG,, le morphisme dans le classifiant de G,, corres-
pondant au fibré en droites D. Fixons un morphisme %, : X, = [¢/G,] qui s’insere dans
le diagramme commutatif :

X, ' [¢/Gy]

N

BG,

Notons [€]P (a) le point de Kostant de a construit comme dans le lemme 2.2.5. On
notera a® et 4 les restrictions de a et de %, a X3 et on notera le point de Kostant associé

[e]” (a®).

Définition 3.2.2. — On définit la fibre de Springer M, (a) comme le foncteur qui as-
socie a tout k-schéma affine noethérien S I’ensemble M, (a, S) des classes d’isomorphisme
des morphismes g, 4 : X, xS — [9/G x G, ] s’insérant dans le diagramme commutatif

A hh’(b
XUXS - [g/G X Gm]

S w

[¢/G,]

munis d’un isomorphisme entre la restriction de /g4 4 X8 XS, et le point de Kostant

[e]”'(a%).

La méme définition vaut quand on remplace £ par &, X, par X; pour tout plon-
gement ¥ : k, — k. Pour tout a € ¢(O;) N ¢*(F;), on a alors la fibre de Springer affine
M;(a) définie sur £. Pour tout ¢ € ¢(O@,) N ¢™(F,), on a la formule

M, (a) ®k/_f: l—[ M;(a).

Uiky—k

3.3. Symétries d’une fibre de Springer affine. — Le centralisateur régulier permet de
définir le groupe des symétries d’une fibre de Springer affine. Soient a € ¢¥(0,) et 4, :
X, — ¢ le morphisme correspondant. Soit J, = £*J 'image réciproque du centralisateur
régulier.

Considérons le groupoide de Picard £,(J,) fibré au-dessus de Spec(k) qui associe
a tout k-schéma affine noethérien S le groupoide de Picard &, (]J,, S) des J,-torseurs sur
X, xS munis d’une trivialisation sur X xS. On peut vérifier que pour tout £-schéma S,
Py(Jar S) est une catégorie de Picard discrete. De plus, le foncteur qui associe a S le
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groupe des classes d’isomorphisme de £,(],, S) est représentable par un ind-schéma en
groupes sur k qu’on notera %, (J,). Le groupe des k-points £, (J,, k) s’identifie canonique-
ment au quotientja(Fv) /Ja(@u). Si les fibres de J, sont connexes, I’ensemble des £-points
de #,(J,) s’identifie au quotient J,(F,)/J.(O,).

Le lemme 2.1.1 permet de définir une action de £, sur M,. En effet, pour tout
(E, ¢) € M,(S), on a un homomorphisme de faisceaux en groupes au-dessus de X, xS

J(l — M(E’ (b)
qui se déduit de 2.1.1. Ceci permet de tordre (E, ¢) par un J,-torseur sur X, XS qui est
trivialisé sur X3 xS.
ur les £-points, on peut décrire concrétement cette action. Pour simplifier I’exposi-
Sur les £-points, on peut d tement cette action. P plifier 'exp

tion, supposons que J, a des fibres connexes. I’action du groupe £, (J,, k) =J.(F,)/].(O,)

sur ’ensemble

M (a, k) = {g € G(F,)/G(O,) | ad(©) "'y € 8(O,)}

se décrit concrétement comme suit. D’apres 2.1.1, il existe un isomorphisme canonique
de J,(F,) sur le centralisateur G, (F,) de ¥, qu’on va noter j = 6(j). On fait agir J,(F,)
sur Pensemble des g € G(F,) tels que ad(g) ™' (yo) € g(O9,) par j.g = 6(j)g. Pour que ceci
induise une action de J,(F,)/J.(O,) sur M,(a, k), 1l faut et il suffit que pour tout g €
M, (a, k), on aie I'inclusion

Soit ¥ = ad(2) "'y € g(O9,). D’aprés 2.1.1, 'isomorphisme ad(g)™' 06 : 1, — G,, se
prolonge en un homomorphisme de X,-schémas en groupes sur

ad(g) "' 00:J,— L,
ce qui implique en particulier que
0(J.(0,)) C ad(g)y,(Ov)) C ad(@)G(Oy).

Nous considérons le sous-foncteur M}%(a) de la fibre de Springer affine M, (a)
dont les points sont les morphismes /g, 4 : X, — [g/G X G,,] qui se factorisent par 'ouvert
[g"¢/G x G,]. Il est clair que M*(a) est un ouvert de M, (a).

Lemme 3.3.1. — Louvert M5(a) est un espace principal homogene sous Uaction de 5, (J,).
Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 2.2.1. U

Soit v : k, — k. Pour tout a € ¢(O;) N ¢(F;), on ale groupe des symétries P5(J,)
défini sur £ de la fibre affine M;(a). Sia € ¢(@,) N ¢™(F,), on a la formule

P.(J) @ck= ] 2500

l_)lkv—>/_f
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Dans la suite du chapitre, on va passer a k et discuter des propriétés géométriques de
&5(J.)- Rappelons qu’au-dessus de X3, G est un groupe déployé.

3.4. Quotient projectif d’une fibre de Springer affine. — Soit a € ¢(Q;) dont la fibre géné-
rique est dans ¢ (F;). D’aprés Kazhdan et Lusztig, le foncteur Mj(a) a un schéma réduit
sous-jacent M2(a) qui est localement de type fini ¢f 3.2.1 et [36]. Ils ont aussi démon-
tré que M(a), quotienté par un groupe discret convenable, est un schéma projectif.
Rappelons leur énoncé de facon plus précise.

Soit A le quotient libre maximal de 7(#;(J,)). Choisissons un relévement arbi-
traire A — $5(J,) qui induit une action de A sur M;(a) et :Mf—fd(a).

Proposition 3.4.1. — Le groupe discret N agit librement sur MY (a) et le quotient
M)/ A est un k-schéma projectsf:

Démonstration. — La proposition 1 de [36, page 138] montre que A agit librement
sur M2(a) et qu’en tronquant la fibre de Springer affine réduite M~(a), on obtient des
schémas projectifs qui se surjectent sur le quotient M=% (a)/A. Il s’ensuit que le quotient
est également un schéma projectif. UJ

3.5. Approximation. — D’apres un théoreme bien connu de Harish-Chandra, les
intégrales orbitales semi-simples réguliéres sont localement constantes. Dans ce para-
graphe, nous allons montrer une variante géométrique, légerement plus forte, de ce théo-
reme.

Proposition 3.3.1. — Sowent a € ¢(OQ,) N ¢*(¥,), M, la fibre de Springer affine et P,(J,)
le groupe des symétries de M, (a). 1l existe un entier naturel N tel que pour toute extension finie k' de k,

pour tout d € (O, @ k') tel que
a=d mod 611)\],

la fibre de Springer affine M, (a") munie de Uaction de P, () est isomorphe a M, (a) @y k' munie de
Caction de Py(],) QK .

Démonstration. — Considérons le revétement caméral X,, de X, associé a a
construit en formant le diagramme cartésien :
X t
- l
X, c

[

.
a
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Le morphisme 7, est fini plat et génériquement étale. Le revétement X, , est muni d’une
action de W qui se déduit de I'action de W sur t. On associe aussi a d’ € ¢(Q, ®; k') son
revétement caméral X, , — X, ®; k.

Lemme 3.5.2. — Soit a € ¢(O,) N c™(F,). Pour tout entier posityf N, 1l existe un entier
N > N tel que pour toute extension finie k' de k, pour tout a' € ¢(Q, @y k') tel que

a=d mod ei\l,

le revétement )N(a/,v de X,y @y k' muni de Uaction de W est isomorphe au revétement )N(M &y k' muni de
Laction de W. On peut demander en plus que Uisomorphisme reléve Uisomorphisme évident modulo €)'

Démonstration. — C’est un cas particulier d’'un lemme d’Artin-Hironaka [3, lemme
3.12]. La seconde assertion est implicite dans la démonstration d’Artin. UJ

Supposons que les revétements caméraux 5(,“, et 5(,/,1, de X, ®; k" sont isomorphes,
démontrons que M, (a) ®; 4 munie de I'action de P, (J,) &, et M,(a") munie de I’action
de #,(J,) sont isomorphes. En remplagant £ par £, on peut désormais supposer £ = %'

Pour cela, il nous faut une description de la fibre de Springer affine en termes du
centralisateur régulier. Soit y, = €(a) : X, — g la section de Kostant de a. On a alors un
isomorphisme canonique entre J, etle X,-schéma en groupes I, = y;1 ou I est le schéma
en groupes des centralisateurs au-dessus de g. I’homomorphisme évident I,, — G induit
un homomorphisme injectif de fibrés vectoriels sur X,

Lie(1,,) — g.

L’énoncé suivant montre que la fibre de Springer affine M, () ne dépend pas de y, mais
seulement de la sous-algeébre de Lie commutative Lie(L,,) de g.

Lemme 3.5.3. — Soit g € G(F,). Alors on a ad(9)'(yo) € 9(O,) si et seulement si
ad(g) 'Lie(L,,) C g(O,).

Démonstration. — Comme y, € Lie(I,,), ad(g)~'Lie(I,,) C g(09,) implique immé-
diatement ad(g) ™' (yo) € g(O,). Inversement, soit g € G(F,) tel que y = ad(g)"'(y) €
9(0,). Soit I, = y*1. Le fait ¢f 2.1.1 que I'isomorphisme en fibre générique

ad(g)_l Jar, =Ly, > Ly,

se prolonge en un homomorphisme J, — I, implique en particulier que ad(g) ' Lie(I,,) C

8(0,). [

Pour terminer la démonstration de la proposition 3.5.1, 1l suffit de démontrer le
lemme suivant. UJ
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Lemme 3.5.4. — Sotent a, a' € ¢(9,) N ¢ (F,) tels que a = a’ mode,. Supposons qu’il
existe un isomorphisme entre les revétements caméraux X, et Xy, munis de Uaction de W qui reléve
lisomorphisme évident dans la fibre spéciale. Soient v, = €(a) la section de Kostant de a et y; = €(a’)
la section de Kostant de a'. Soient 1, et L,y les sous-schémas en groupes de G centralisateurs des sections
Yo et vy Alors il existe g € G(O,) tel que

ad(9)”'L, = L.

Démonstration. — Ce lemme est une conséquence d’un résultat de Donagi et Gaits-
gory [23, théoreme 11.8]. Pour la commodité du lecteur, nous allons en extraire la portion
utile a notre propos. Puisque les schémas en groupes I, et I, sont complétement déter-
minés par les revétements caméraux X, respectivement Xa v ¢f 2.4.7, Pisomorphisme
entre Xd v et Xar » Induit un isomorphisme ¢ : I, — I,;. Cet isomorphisme transporte
Yo € Lie(l)) en un élément t(yp) € Lie(I). Puisque les fibres spéciales de t(yy) et ¥,
coincident, ¢(yy) : X, — @ se factorise par I'ouvert g™¢. On en déduit I'égalité I, = I,
de sous-schémas en groupes de G.

On dispose de deux sections

Yo, L) : Xy —> g*

qui ont le méme polynéme caractéristique a et qui sont égales modulo €,. Puisque le
morphisme

G Xx greg — greg X . greg

est un morphisme lisse, il existe g € G(O,) tel que g =1 mode, et tel que ad(g™'(yp)) =
t(¥). On en déduit que

ad(g)_l(lyo) = IL(VO) = IV(;'

C’est ce qu’on voulait. U

3.6. Cas linéaire. — Examinons maintenant les fibres de Springer affines du groupe
linéaire en suivant la présentation de Laumon [51]. Nous référons a [59] pour une dis-
cussion similaire dans le cas des groupes classiques. Soit G = GL(r) avec 7 < p.

On garde les notations fixées au début de ce chapitre. Un point a € ¢(Op) est
représenté par un polynéme unitaire de degré » de variable ¢

Pla,t)) =0 —ayt "+ -+ (=1)a € O3[1].
Formons la 9;-algébre finie et plate de rang 7
B = O;(11/P(a, 1)

et notons E = B ®g. I';. Lhypothése a € ¢®(Oy) implique que E est une Fy-algebre finie
étale de dimension 7. On peut écrire E: comme un produit E; X --- X E; de s extensions
séparables de I avec s <.
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3.6.1. — Dans cette situation, on a une description de la fibre de Springer en
termes des réseaux. Les -points de la fibre de Springer Mj(a) sont des B-réseaux dans
E C’est-a-dire des sous-B-modules du Fy-espace vectoriel E qui sont en méme temps des
Oy-réscaux. Les k-points de la partie réguliére M5 *(a) consistent en des B-réseaux de E
qui sont des B-modules libres. Le groupe des £-points de $5(],) est le groupe EX /B,

3.6.2. — La normalisation B” de B est 'anneau des entiers de E;. On a alors un
dévissage de E* /B

1 — (B")*/B* - E*/B* = E*/(B")* — 1
ot (B”)*/B* est le groupe des k-points de la composante neutre du groupe #5(J,).
Par conséquent, le groupe des composantes connexes m,(#;(J,)) est canoniquement iso-

morphe a E*/(B”)* qui est un groupe abélien libre muni d’une base indexée par I’en-
semble des composantes connexes de Spec(B”).

3.6.3. — Dans ce cas, la dimension de $;(J,) est égale a 'invariant § de Serre
83(a) = dim(P;(J,)) = dim;(B’/B).

Par ailleurs, cet entier peut étre exprimé en fonction du discriminant. Soit d;(a) =
val;(®(a)) la valuation v-adique du discriminant de «. En utilisant [70, III.3 proposi-
tion 5 et II1.6 corollaire 1] et ’hypothése » < p, on obtient la formule

85(a) = (dy(a) — c5(a))/2

ou ¢z(a) =r—s.
3.7. Dimension. — Dans [36], Kazhdan et Lusztig ont montré que
dim(M;(a)) = dim(M*(a)).
On peut en fait déduire un énoncé plus précis a partir de leurs résultats.

Proposition 3.7.1. — Le complémentaire de Uouvert régulier M= *(a) de la fibre de Springer
M (a) est de dimension strictement plus petite que celle de M(a).

Démonstration. — Pour discuter de la dimension, on peut négliger les nilpotents dans
les anneaux structuraux de Mj(a). Comme rappelé dans le paragraphe 3.2, M;(a) est
la sous-variété de la grassmannienne affine des g € G(F;)/G(0O;) tels que ad(g) ™' (y0) €
8(05).

A'la suite de Kazhdan et Lusztig, considérons aussi la sous-variété des points fixes
B;(a) des drapeaux affines fixes sous Yy c’est-a-dire g € G(F3)/Iw; tel que ad(g) "'y, €
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Lie(Iwy). Ici Iwy est un sous-groupe d’Iwahori de G(0@5). Dans [36], Kazhdan et Lusz-
tig ont démontré que les fibres de Springer affines pour les sous-groupes d’Iwahori sont
équidimensionnelles. [’équidimensionalité des fibres de Springer classiques a été démon-
trée auparavant par Spaltenstein [72].

Le morphisme B;(a) — M;(a) est un morphisme fini au-dessus de M *(a). Les
fibres au-dessus des points x € M; — M- sont non vides et de dimension supérieure ou
égale a un. L’équidimensionalité de &B;(a) implique donc que les composantes irréduc-
tibles de M, — M sont de dimension strictement plus petite que dim(M}%). UJ

Corollaire 3.7.2. — St dim (M, (a)) = 0, alors Louvert dense M %(a) est M, (a) tout entier.

Kazhdan et Lusztig ont aussi conjecturé une formule qui exprime la dimension
ci-dessus en fonction du discriminant et d’un terme défectif relié a la monodromie. Cette
formule a été démontrée plus tard par Bezrukavnikov dans [8]. Rappelons-la.

Gardons les notations fixées au début de ce chapitre. Soit a : X3 — ¢ un morphisme
dont I'image n’est pas contenue dans le diviseur du discriminant ®. En prenant I'image
réciproque de D, on obtient un diviseur de Cartier effectif de X; supporté par son point
fermé. Son degré est un entier naturel que nous allons noter

dy(a) := deg;(a"Dg).

En prenant I'image réciproque du revétement 7 : t* — ¢ par le morphisme a:
X — ¢, on obtient un W-torseur 7, sur X3. Rappelons qu’au-dessus de Xj la forme
quasi-déployée se déploie canoniquement de sorte qu’aprés le changement de base a
X3, on a W=W. En choisissant un point géométrique de ce torseur au-dessus du point
géométrique 7j; de Xy, on obtient un homomorphisme

(3.7.3) 71, > W.

Puisque p ne divise pas I'ordre de W, 7} se factorise par le quotient modéré I;'™ de I, de
sorte que son image est un sous-groupe cyclique. Notons

3.7.4) ¢;(a) := dim(t) — dim(t”ﬂ.(l")).
L’énoncé suivant a été démontré dans [8] par Bezrukavnikov.

Proposition 3.7.5. — On a les égalités

dy(a) — c5(a)

dim(M:*(a)) = dim(P;(],)) = 5

Nous allons noter 8;(a) = dim($;(J,)) et Pappeler U'invariant § local.
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3.8. Modele de Néron. — La dimension de $;(]J,) peut étre calculée autrement a
I'aide du modele de Néron de J,. En fait, le modele de Néron nous permet d’analyser
complétement la structure de $;(J,). D’aprés Bosch, Lutkebohmer et Raynaud [10, ch.
10], voir aussi [13, section 3], il existe un unique schéma en groupes lisse de type fini J,
sur X; de méme fibre générique que J, et maximal pour cette propriété c’est-a-dire pour
tout autre schéma en groupes lisse de type fini ]’ sur Xy de méme fibre générique, il existe
un homomorphisme canonique J' = J° qui induit 'identité sur les fibres génériques. En
particulier; on a un homomorphisme canonique J, — J°. Au niveau des points entiers,
cet homomorphisme définit les inclusions

Ja(@a) CJZ(@a) CJa(FfJ)

ou J’(@;) est le sous-groupe borné maximal de J,(F;). On appellera J° le modéle de
Néron de J,. Remarquons que dans la terminologie de [13], ]’ sera appelé le modéle de
Néron de type fini a distinguer avec le modele de Néron localement de type fini de [10].
En fait, le modéle de Néron de type fini est un ouvert de Zariski du modéle de Néron
localement de type fini qui est construit dans [10, ch. 10].

En remplagant dans la définition 3.3 de #;(J,) le schéma en groupes J, par son mo-
déle de Néron J°, on obtient un ind-schéma en groupes $;(J°) sur k. L’homomorphisme
de schémas en groupes J, — J° induit un homomorphisme de ind-groupes

P5(J) = P5()
qui induit un dévissage de $;5(J,).

Lemme 3.8.1. — Le groupe P5(])) est homéomorphe & un groupe abélien libre de type fini.
Lhomomorphisme p © P5(J.) = P5(J °) est surjectif: Le noyau Ry (a) de py est un schéma en groupes
affine de type fini sur k.

_ Démonstration. — Puisque J2(9;) est le sous-groupe borné maximal dans le tore
J(F5), le quotient J,(F5)/J2(O;5) est un groupe abélien libre de type fini. ’homomor-
phisme

Ps(J) k) =J.(F5) /].(03) = J.(F5) [12(O5) = P (J0) (k)

est manifestement surjectif.
Pour un entier N assez grand, J,(@;) contient le noyau de I'homomorphisme
Jz((%) _>JZ((95/85N(95)- Il s’ensuit que R;(a) est un quotient de la restriction a la Weil

1 I ®s, (O5/6N0;)

Spec(O5/eY Op) /Spec(h)

qui est un &-groupe algébrique affine lisse de type fini. Le lemme s’en déduit. UJ
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Le modele de Néron peut étre explicitement construit a I’aide de la normalisation
du revétement caméral. Notons X, I'i 1mage rec1proque de t — ¢ par le morphisme a:
X; — ¢. Considérons la normalisation X ; de X, qui est un schéma fini et plat au-
dessus de X; muni d’une action de W. Pulsque le corps résiduel de X; est algébriquement
clos, X 5 est un schéma semi-local complet régulier de dimension un.

Proposition 3.8.2. — Sout )Zb = Spec(@b) la normalisation de X, 5. Alors le modéle de
Neronj deJ . est le groupe des points ﬁxes sous Uaction diagonale de W dans la restriction des scalaires
deX . aX du tore T X g Xb

Démonstration. — Notons 7 le morphisme sz — X;. Comme dans le lemme 2.4.1,
le schéma des points fixes sous I'action diagonale de W sur la restriction des scalaires a la
Weil [ s %y (T xx, Xb-) est un schéma en groupes lisse de type fini sur Xj. Il sera plus

commode de raisonner avec le faisceau (772, T)" que représente la restriction a la Weil
ci-dessus.

D’apres la description galoisienne du centralisateur régulier 2.4, la restriction de
], a Xb°- = X . XXv X3 est canoniquement isomorphe au tore T X . X . Le modeéle

de Néron de T XX: Xa’ﬁ étant le tore T x g, X

Li> Onaun homomorphlsme canonique

bk _~ph
T[a Jd T XX@ Xa,l_)

Par adjonction, on a un homomorphisme J, —> 7>, T. En fibre générique, cet homo-
morphisme se factorise par le sous-tore des points ﬁxes sous I’action diagonale W dans
T Xxe 5(2' On en déduit un homomorphisme J, —> (n ' T). Le méme raisonnement
s’applique en fait a n’importe quel schéma en groupes lisse de type fini ayant la méme
fibre générique que J,. Le lemme en résulte donc. UJ

Corollaire 3.8.3. — On a la_formule
dim(;5(J,)) = dimj(t ®, O3/ O)".

On obtient ainsi une autre formule pour I'invariant §;(a). Notons au passage que
Pentier ¢;(a) de 3.7.4 est égale a la chute du rang torique du modéle de Néron J° c’est-a-
dire la différence entre 7 et le rang torique de la fibre spéciale de J°.

3.9. Composantes connexes. — Dans ce paragraphe, nous allons décrire le groupe des
composantes connexes 7y(P5(a)).

Soit a : X3 — ¢ un morphisme dont I'image n’est pas contenue dans le diviseur dis-
criminant. On a alors un schéma en groupes lisse J, sur X dont la fibre générique est un
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tore. Soit J” le sous-schéma en groupes ouvert des composantes neutres de J,. Au-dessus
de Ty, J, est connexe de sorte que I’homomorphisme J” — J, induit un isomorphisme
au-dessus de F. En tant qu’homomorphisme de faisceaux en groupes abéliens, c’est un
homomorphisme injectif dont le conoyau est supporté par la fibre spéciale de X avec
comme fibre

70(Ju5) =Ja(@a)/.]2(@ﬁ)-
Les inclusionsjg(@,;) CJa(@g) CJa(F,;) induisent une suite exacte
= 70(as) = JoF) [13(05) = Ju(F5) [J(05) — 1.
On a donc un homomorphisme surjectif
3.9.1) P;(J% — P5(.)
dont le noyau est le groupe fini 77y(J, ). On en déduit une suite exacte

0(Jos) = ﬂo(?ﬁgg)) — mo(P5(J)) — 1.

Pour déterminer mo($5(J,)), il suffit donc de décrire le groupe 7o (P (]2)) et 'image de
la fleche 70(J,.5) = 7o (P5(J0)).

Comme dans le cas de la dualité de Tate-Nakayama, le groupe des composantes
connexes 7y(P5(J,)) s’exprime plus aisément a 'aide de la dualité. Pour tout groupe
abélien de type fini A, nous notons

A* = Spec(Qy[A])

le Q,-groupe diagonalisable de groupe des caractéres A et inversement pour tout Q-
groupe diagonalisable A, nous notons A* son groupe des caractéres qui est un groupe
abélien de type fini.

Pour écrire des formules explicites, fixons une trivialisation de po, au-dessus de
Xj;. Ceci permet en particulier d’identifier W et W. Soit X;U I'image réciproque du re-
vétement fini étale 7 : £ — ¢ par le morphisme @ : X; — ¢. En choisissant un point
géométrique de X, ; au-dessus du point géométrique 7j; de Xy, on obtient un homomor-
phisme 7 : I, = W.

Proposition 3.9.2. — Avec le chowx d’un point géoméirique de X5 au-dessus du point géomé-
trique 1, de Xy, on a un isomorphisme canonique entre groupes dragonalisables
(P (J)" =T,
De méme, on a un isomorphisme
70(P5(J))" =T} (1)

ol 'i'(rra' (1)) est le sous-groupe de T ) Jormé des éléments k € T tel que 7o (Py(J 2)) est contenu
dans le groupe de Weyl de la composante neutre H du centralisateur de k dans G.
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Démonstration. — Considérons le schéma en groupes des composantes neutres ]

du modele de Néron J°. Dans la terminologie de [10], c’est le modéle de Néron connexe.
: 0 ) : 0 b : .0
Puisque J, a des fibres connexes, ’'homomorphisme J, — J, se factorise par J,°.

Lemme 3.9.3. — Lhomomorphisme P5(J°) — P5(J°0) induit un isomorphisme de

no(J’a(IS)) SWJa(Fﬁ)/JZ'O(@a)-

Démonstration. — Comme J° et J*° ont des fibres connexes, ’homomorphisme
P5(J°) — P5(J%") induit un isomorphisme sur les groupes des composantes connexes.
Topologiquement, £;5(J>°) est le groupe discret J,(F3) /JZ’O((%). O

Pour tout tore A sur Fj, on va considérer le modele de Néron connexe A™° de A
sur 9 et le groupe abélien de type fini A(F;)/A""(O5). On peut vérifier ¢f [63] que le
foncteur A > A(F;) /Ab’o(@l—)) vérifie les axiomes du lemme [42, 2.2]. Suivant Kottwitz,
on obtient une formule générale pour A(F;)/A>°(O;) et en particulier; on obtient le
lemme suivant.

Lemme 3.9.4. — Avec les notations ci-dessus, on a un isomorphisme Ja(F ) /JZO(@;,) =
(X*)n,,'(lu)-

La conjonction des deux lemmes précédents donne 'isomorphisme
no(ﬁ:(]f)) = (X*)n;(lv)
qui induit par dualité la premiere assertion du théoreme
(P ()" =T,

La démonstration de la deuxiéme assertion utilise ’astuce des z-extensions. Suivant
[44, 7.5], il existe une suite exacte

l-G—>G —-C—>1

de schémas en groupes réductifs au-dessus de X qui se déduit par torsion extérieure d’une
suite exacte de groupes réductifs déployés

l1-G—->G,—-C—~1

ou G est un tore et ou G est un groupe réductif de centre connexe. Son groupe dual G,
a un groupe dérivé simplement connexe. Il existe un tore maximal T, de G, tel qu’on a
une suite exacte

]>T—>T, —C— 1.
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En remplacant G par Gy, on va noter ¢; a la place de ¢. L’homomorphisme G —
G, induit un morphisme « : ¢ — ¢;. Au-dessus de ¢;, on a le schéma en groupes des
centralisateurs réguliers J; qui est un schéma en groupes lisse a fibres connexes puisque
le centre de G, est connexe ¢f 2.3.1. On a une suite exacte de schémas en groupes lisses
commutatifs

l>]J—>a];>C— 1.

Soit a: X; — ¢ tel que alxs est a 'image dans ¢"*. Notons encore a/(a) : X; = ¢ le

morphisme obtenu en composant a avec o. Sur X;, on a une suite exacte
l1=>J,=Jiaw— C—1
avec J, = a*] et (J1)aw = a(@)*];.
Proposition 3.9.5. — L’homomorphisme

7o(Ps(Jo) = mo(Ps(J1e))
est mjectyf.

Démonstration. — Puisque J — «]; est une immersion fermée, en particulier

propre, on aja(@,;) :Ja(l_?,-,) Nn(J l)a(ﬂ)(@g). Il s’ensuit que ’homomorphisme
Ja(a) :Ja(Fﬁ)/Ja(@i) ﬁjl,a(a)(Fa)/Jl,a(a)(@a)

est injectif. Puisque C est un tore sur X;, C(F3)/C(O;) est un groupe abélien libre de
type fini et discret. L.a composante neutre de

Jl,ot(a) (Fﬁ)/.]l,a(a) (@f))

appartient donc a I'image de jy(y. Par conséquent, jy(, Induit un isomorphisme entre la
composante neutre de J,(F3)/J.(O3) et celle de Ji o) (F5)/J1.0)(O5). 1l en résulte que
I’'homomorphisme 7y(P;(J.)) — To(P5((J1)ew)) est injectif. ]

Corollaire 3.9.6. — Le groupe 7wy (P5(],)) s’identsfie canoniquement a 'image de Ihomomor-
phisme 7wy (Py 02)) — (P (J1.00))-

Démonstration. — En plus de la proposition précédente, il suffit d’invoquer la surjec-
tivité de 770 (P5(J0) = m0(P5 (J.). -

En choisissant un point géométrique de )N(a’l-), on peut identifier le groupe

0(P5(J.)) a'image de ’homomorphisme

X, = X,
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ou X, , = Hom(G,,, T}). Notons que I’égalit¢ mo(P;(J1.0w)) = (X )1, résulte de la
connexité des fibres de J; et de 3.9.4. Dualement, il existe un isomorphisme entre le
sous-groupe Spec(Qy[mo(P5(J.))]) de T et I'image de ’homomorphisme

TV = Spec(@Q[(X,.)1,1) = Spec(Qu (X, 1) =T

Il reste maintenant a démontrer que I'image de 'i'l“ dans T" est bien le sous-
groupe des éléments K € T tels que T, (I ) soit contenu dans le groupe de Weyl de la
composante neutre H du centralisateur G,. Pour tout k € T pour tout k| € T1 d’image
k, le centralisateur H1 de «; dans G1 est connexe et son image dans G est H. En effet,
G aun groupe dérivé simplement connexe de sorte que le centralisateur d’un élément
semi-simple de G, est connexe. On en déduit ce qu’on voulait. UJ

On a une autre description de 7y(#5(J,)) plus explicite mais finalement moins
commode a 'usage.

Proposition 3.9.7. — Avec le choix d’un point géométrique de 5(5“; au-dessus du point géomé-
trique , de Xy, on a un isomorphisme entre 7wy (Py5(J,)) et le conoyau du composé des deux fleches

70(Zg) = 7o(T% M) = (X ) s,

dont la premiére se déduit de homomorphisme évident 7., — T™ W) et dont la seconde est un isomor-
phisme canonique de 7ty (T W) sur la partie de torsion de (X )re 1)

Démonstration. — On sait que wo(P5(J,)) est le conoyau de 'homomorphisme
70(Juw) = 7'[0(?,;(]2)). D’apres 2.3.2, on sait que 779(J,.,) et 7y(Zg) ont la méme image
dans (X*)na’(lu)- ]

3.10. Densité de Uorbite réguliere. — On reporte a la section 4.16 pour une esquisse
de la démonstration de la proposition suivante. Elle se déduira de son analogue global
qui seul sera démontré de maniére détaillée. Seul ’analogue global sera utilisé dans la
suite de Iarticle.

Proposition 3.10.1. — Louvert M 5(a) est dense dans M., (a).

Notons qu’on sait déja que le fermé complémentaire M, (a) — M;5(a) est de di-
mension strictement plus petite que dim(M;5(a)) ¢f. 3.7.1.

Corollaire 3.10.2. — Lensemble des composantes wrréductibles de la ﬁbre de Springer affine

M, (a) est en byection canonique avec le groupe des composantes connexes du groupe Py, (J ).

Démonstration. — On a en effet un isomorphisme £, (J,) = M}*(a) en faisant agir
&, (J.) sur le point de Kostant. O
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3.11. Le cas d’un groupe endoscopique. — Soit H un groupe endoscopique de G au
sens de 1.8. Soit ay € ¢y(O;) d’image a € c(@a) Nt (Fﬁ). S’il n’y a pas de relation directe
entre les fibres de Springer affines My, (an) et M, (a), leurs groupes de symétries sont
reliés.

On alors deux Xj-schémas en groupes J, = @] et Ju., = aXJu qui sont reliés par
un homomorphisme

May :Ja _>JH,aH

qui est un isomorphisme au-dessus du disque épointé X2. Cet homomorphisme est
construit en prenant I'image réciproque par ay de ’homomorphisme @ construit dans
2.5.1.

Soit e9?1(_11’5(511{) le groupe algébrique affine sur £ dont le groupe des £-points est

Rﬁ(aH)(/_f) :JH,aH (@E)/Ja(@f))‘
On a alors la suite exacte

(3.11.1) I = Ry 5 (an) = P5(J) = Po(Ja) = 1.

Lemme 3.11.2. — On a
dim(Ry; ;(an)) = 1 ;(an)

ol rg’l-)(aH) = deg (a};R0), le diviseur R de cy étant défini dans 1.10.3.

Démonstration. — En vertu de la suite exacte 3.11.1, on a
dim(Ry (an)) = dim(Ps(J.) — dim(Py(Jua))-
Comme 'homomorphisme Jy 4, — J, est un isomorphisme dans la fibre générique, on
Iégalité
¢y (an) = ¢5(a)

ou ¢;(apy) et ¢z(a) sont les invariants galoisiens qui apparaissent dans la formule de di-
mension de Bezrukavnikov ¢f 3.7.5. En appliquant cette formule a a et ay, on trouve

dim(cﬂgj(aH)) =deg;(a"Dg) — deg; (¢;On).
11 suffit maintenant d’évoquer 1.10.3 pour conclure. UJ

Soit maintenant ay € cy(0@,) d’'image a € ¢(Q,) N ¢™(F,). Avec la méme définition
que ci-dessus, on obtient un groupe R, (az) défini sur £. On a la formule

R () @i k=[] Rila)

E:ku—ﬂ_c
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qui implique la formule de dimension
dim ,Rg’v (an) = deg(k,/k) deg, (al’fl‘ﬁg).

En identifiant #,(J,) avec 'ouvert M ¢(a) de M, (a) et en identifiant P, (Ji,4y)
avec l'ouvert My ,(an), puis en prenant I’adhérence du graphe de ’'homomorphisme
Moy dans M, (a) X M,(an), on obtient une correspondance intéressante entre ces deux
fibres de Springer affines. Nous n’allons pas utiliser cette correspondance dans ce travail.

4. Fibration de Hitchin

Dans son article mémorable [34], Hitchin a observé que le fibré cotangent de
I'espace de module des fibrés stables sur une courbe forme un syst¢éme hamiltonien com-
pletement intégrable. Pour cela, il construit explicitement une famille de fonctions com-
mutantes pour le crochet de Poisson en nombre égal a la moitié¢ de la dimension de ce
cotangent. Ces fonctions définissent un morphisme vers un espace affine dont la fibre
générique est essentiellement une variété abélienne. Ce morphisme particulierement joli
est la fibration de Hitchin.

Nous adopterons un point de vue différent en considérant les fibres de la fibration
de Hitchin comme I’analogue global des fibres de Springer affines. En particulier, nous
remplagons le fibré canonique de la courbe par un fibré inversible de degré tres grand.
En faisant ainsi, nous perdons la forme symplectique tout en gardant une fibration ayant
la méme allure que la fibration originale de Hitchin.

Comme nous I’avons observé dans [57], le comptage des points dans un corps fini
de la fibration de Hitchin généralisée dans ce sens donne formellement le coté géomé-
trique de la formule des traces pour 'algebre de Lie. Ceci continue a nous servir de guide
dans ce chapitre pour étudier les propriétés géométriques de la fibration de Hitchin. Le
comptage de points sera passé en revue dans le chapitre 8.

Notre outil favori pour explorer la géométrie de la fibration de Hitchin f : M — A
est un champ de Picard » — +4 agissant sur M. Cette action est fondée sur la construc-
tion du centralisateur régulier du chapitre 2. On démontre en particulier qu’il existe un
ouvert M5 de M ¢f. 4.3.3 sur lequel & agit simplement transitivement et qui est dense
dans chaque fibre M, ¢f 4.16.1. On peut analyser la structure de &, en détails grace a
la courbe camérale et a la théorie du modéele de Néron. Ceci permet en particulier de
définir un ouvert A au-dessus duquel M est essentiellement un schéma abélien.

On fera aussi certains calculs utiles pour la suite comme le calcul des dimensions
4.13, celui du groupe des composantes connexes de P, ¢f 4.10 et celui du groupe des
automorphismes des fibrés de Higgs ¢f 4.11.

Le point clé de ce chapitre est la formule de produit 4.15.1 qui établit la relation
entre la fibre de Hitchin et les fibres de Springer affines. Cette formule a été démontrée
dans [57]. Elle joue un réle crucial dans le chapitre sur le comptage 8 et elle est en
filigrane dans la démonstration du théoréme du support dans le chapitre 7.
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On établit enfin un lien entre la fibration de Hitchin de G et celle d’'un groupe
endoscopique. Il existe un morphisme canonique v : Ay — o et si ag > 4, on a un
homomorphisme canonique p : , = Pp 4. En revanche, il n’y a pas de relation directe
entre les fibres de Hitchin M, et My ,, mais une correspondance qui se déduit de p par
adhérence schématique. On n’utilisera pas cette correspondance dans la suite de I’article
mais il vaut probablement le coup de I’exploiter davantage.

Voici les notations qui seront utilisées dans ce chapitre. On fixe une courbe X
propre lisse et géométriquement connexe de genre g sur un corps fini £. Soit £ une cloture
algébrique de £. On note X = X ®; £.

On note F le corps des fonctions rationnelles sur X. Soit |X| I’ensemble des points
fermés de X. Chaque élément v € |X]| définit une valuation v : I* — Z. Notons F, la
complétion de F par rapport a cette valuation, @, son anneau des entiers et £, son corps
résiduel. On note X, = Spec(0,) le disque formel en v et X3 = Spec(F,) le disque formel
épointé.

Soit G un groupe de Chevalley dont le nombre de Coxeter h satisfait I'inégalité
2h < p ou p est la caractéristique de k. Soit G un X-schéma en groupes réductif qui
est une forme quasi-déployée de G définie par un Out(G)-torseur p; comme dans 1.3.
Le schéma en groupes G est alors muni d’un épinglage (T, B, x,). En particulier, on a
un X-schéma des polynémes caractéristique ¢, le morphisme de Chevalley x : g — ¢ ou
g = Lie(G) et un morphisme fini plat 7 : t — ¢ qui au-dessus de 'ouvert ¢ est un torseur
sous le schéma en groupes fini étale W obtenu en tordant W par p.

Nous fixons un fibré inversible D sur X qui est le carré D = D'®* d’un autre fibré
inversible D'. De régle générale, nous supposons que le degré de D sera plus grand que
2g ou g est le genre de X ce qui est contraire a [34] ou D est le fibré canonique. Nous
indiquerons néanmoins les endroits ou cette hypothése est vraiment nécessaire.

Notons que G,, agit sur g et t par homothétie, et agit sur ¢ de facon compatible.
On notera gp = g Qo D, tp @, D. Il revient au méme de définir gp et tp en tordant
les vectoriels g et t munis de ’homothétie par le G, -torseur attaché au fibré inversible D.
De méme, on construit ¢ en tordant ¢ par le méme G, -torseur.

4.1. Rappels sur Bung. — Nous considérons le champ Bung qui associe a tout
k-schéma S le groupoide des G-torseurs sur X x S. Le champ Bung est un champ algé-
brique au sens d’Artin ¢f. [53] et [33, Prop. 1]. Le groupoide des £-points de Bung peut
s’exprimer comme une réunion disjointe des doubles quotients

Bung(h) = | | [GWF)\]'[UQXG(F,,)/G(@,,)}

£eker! (F,G)

sur I’ensemble ker' (F, G) des G-torseurs sur F qui sont localement triviaux. Ici, G dé-
signe la forme intérieure forte de G sur F donnée par la classe & € ker' (F, G) et le produit
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ﬁ désigne un produit restreint. Ici nous avons choisi pour chaque & € ker' (F, G) un G-
torseur sur I ayant & pour classe d’isomorphisme et qui est muni d’une trivialisation sur
chaque corps local F,.

Pour tout v € |X], on dispose comme dans 3.1 de la grassmannienne affine §, et
d’un morphisme

C:gv —)BunG

qui consiste a recoller le G-torseur sur X, X S muni d’une trivialisation sur X¢ x S, avec
le G-torseur trivial sur (X — v) x S. L’existence de ce recollement formel est démontré
d’abord par Beauville et Laszlo dans le cas des fibrés vectoriels ¢f [4] et dans le cas général
par Heinloth [33, Lem. 5]. Au niveau des £-points, ce morphisme est le foncteur évident

G(F,)/G(O,) — [G(F)\HUE|X|G<FU>/G<0U>]

qui envoie g, € G(F,)/G(0O,) sur I'uplet constitué de g, et des éléments neutres de
G(F,)/G(Oy) pour toutes les places v' # v.

4.2. Construction de la fibration. — Rappelons la définition de I’espace de module de
Hitchin.

Définition 4.2.1. — L’espace total de Hitchin est le groupoide fibré M qui associe
a tout k-schéma S le groupoide M (S) des couples (E, ¢) constitués d'un G-torseur E sur
X X S et d’une section

¢ € H'(X x S, ad(E) ®o, D)

ou ad(E) est le fibré en algebres de Lie obtenu en tordant g muni de I’action adjointe par
le G-torseur E.

4.2.2. — Il revient au méme de dire que M(S) est le groupoide des morphismes
hi,g : X xS — [gp/G]. Ce champ est un fibré vectoriel au-dessus du champ algébrique
Bung classifiant les G-torseurs au-dessus de X si bien qu’il est lui-méme un champ algé-
brique localement de type fini.

4.2.3. — Le morphisme caractéristique de Chevalley x : g — ¢ induit un mor-
phisme

[x1:[gp/G]— .
On obtient un morphisme

TiM— A
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ou pour tout k-schéma S, A(S) est le groupoide des morphismes a : X X S — ¢p. 1l
revient au méme de dire que 4 est ’ensemble des sections globales ¢y au-dessus de X. Si
on veut, on peut munir ¢p d’une structure de fibré vectoriel fondée sur la structure affine
de la section de Kostant. Dans ce cas # sera muni d’une structure de £-espace vectoriel
de dimension finie. Cette structure n’est pas vraiment utile sauf afin de simplifier certain
calcul de dimension.

4.2.4. — Etant donnée une racine carrée D’ de D, on obtient une section €y :
A — M du morphisme f : M — A en utilisant 2.2.5. Cette section est essentiellement
la méme que la section construite par Hitchin de fagon plus explicite dans le cas des
groupes classiques. On I’appellera la section de Kostant-Hitchin. En fait, Hitchin a utilisé
la matrice compagnon au lieu de la section de Kostant.

4.2.5. — En écrivant D sous la forme D = 0X(Zve\X| d,v), 'ensemble cp (k)
s’identifie a un sous-ensemble fini de ¢(F). D’apres [57, 1.3], pour a € ¢p (k) semi-simple
régulier et anisotrope, le nombre de points a valeurs dans £ de la fibre M, s’exprime en
termes de sommes d’intégrales orbitales globales

(4.2.6) > Y. 0,y

gcker! (F,G) yegé (F)/~, x(y)=a

qui est une partie de la formule ¢/ 1.13.2. Dans [57], nous avons construit une interpré-
tation géométrique du processus de stabilisation de cette formule ¢f 1.13. Ce processus
de comptage et stabilisation sera examiné de fagcon plus systématique dans le chapitre 8.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons rappeler cette géométrie et I’étudier de
fagon plus détaillée.

4.3. Symétries d’une fibre de Hitchin. — Comme pour les fibres de Springer affines, la
construction des symétries naturelles d’une fibre de Hitchin est fondée sur le lemme 2.1.1.

4.3.1. — Pour tout S-point a de 4, on a un morphisme %, : X x S — [¢/G,]. On
note J, = ] 'image réciproque de J sur [¢/G,,] et on considére le groupoide de Picard
P.(S) des J,-torseurs au-dessus de X x S. C’est un X x S-schéma en groupes lisse car |
est un c¢-schéma en groupes lisse. Quand «a varie, cette construction définit un groupoide
de Picard & fibré au-dessus de +4.

4.3.2. — L’homomorphisme x*J] = I du lemme 2.2.1 induit pour tout S-point
(E, ¢) au-dessus de @ un homomorphisme

Jo = Autxys (B, @) = i 41

Par conséquent, on peut tordre (E, ¢) par n'importe quel J,-torseur. Ceci définit une
action du groupoide de Picard £,(S) fibré sur le groupoide M,(S). En laissant le point a
varier, on obtient une action de &£ sur M relativement a la base 4.
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Comme pour les fibres de Springer affines, nous considérons 'ouvert M™s de M
dont les points sont les morphismes /g, 4 : X X S — [gp/G] qui se factorisent par ouvert

[op°/Gl.

Proposition 4.3.3. — M™S est un ouvert de M ayant des fibres non vides au-dessus de 4. De
plus, c’est un torseur sous Laction de 5.

Démonstration. — Pour tout a € A(/_f), le point [e 1" (@) construit dans ¢of 2.2.5 est
dans 'ouvert régulier. Ceci montre que le morphisme M™ — 4 a les fibres non vides.
On déduit du lemme 2.2.1 que M est un torseur sous £,. UJ

4.3.4. — La section de Kostant-Hitchin 4.2.4 €y : A — M se factorise par 'ou-
vert M™8 car la section de Kostant € : ¢ — g se factorise a travers g¢. Cette section
définit un isomorphisme de & sur 'ouvert M™s de M.

Proposition 4.3.35. — Le champ de Picard P est lisse au-dessus de A.

Démonstration. — Puisque J, est un schéma en groupes lisse commutatif, I’obstruc-
tion a la déformation d’un J,-torseur git dans le groupe H*(X, Lie(J,)). Or, celui-ci est
nul car X est un schéma de dimension un. U

4.4. Cas linéaire. — On va analyser les fibres de M et de & au-dessus d’un point
a € A% (k). Commengons par le cas du groupe linéaire : soit G = GL(r). Dans ce cas, on
peut décrire les fibres de Hitchin a I’aide des courbes spectrales en suivant Hitchin [34]

et Beauville-Narasimhan-Ramanan [5]. On pourrait faire de méme pour les groupes
classiques ¢f- [34] et [59].

4.4.1. — Dans le cas G = GL(7), I’espace affine 4 est ’espace vectoriel

A= EB H’(X, D®).

=1

La donnée d’un point a = (ay, ..., a,) € A (k) détermine une courbe spectrale Y, tracée
sur 'espace total Xy du fibré en droites D. Cette courbe est donnée par I’équation

F—al™ +-- 4 (=1)a =0.

On définit un ouvert A% de # dont les points géométriques a € A4 (k) définissent une
courbe spectrale réduite. Sia € A (/_f), la fibre de Hitchin M, est le groupoide Pic(Y,) des
Oy,-modules sans torsion de rang un d’apres [5]. La fibre £, est le groupoide Pic(Y,) des
Oy,-modules inversibles. Pic(Y,) agit sur Pic(Y,) par produit tensoriel et Pic(Y,) contient
Pic(Y,) comme un ouvert.
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4.4.2. — Si la courbe spectrale Y, est lisse, il n’y pas de différence entre Pic(Y,)
et Pic(Y,) c’est-a-dire P, agit simplement transitivement sur M,. De plus, dans ce cas,
la structure de £, est aussi simple que possible. Le groupe des composantes connexes
de &, est isomorphe a Z par I'application degré car Y, est connexe. La composante
neutre de J, est isomorphe au quotient de la jacobienne de Y, par le groupe G,, agissant
trivialement.

4.4.3. —Soit& : Y? — Y, lanormalisation de Y,. Le foncteur d’image réciproque
induit un homomorphisme

£*: Pic(Y,) = Pic(Y))

qui induit un isomorphisme
o(Pic(Y,)) — 1o (Pic(Y?)) = 200

Le noyau de £* est un groupe affine commutatif de dimension
8, = dim H°(Y,, £.0y/Oy,).

4.4.4. — Par construction, Y, est une courbe tracée sur une surface lisse qui en
particulier n’a que des singularités planes. D’apreés Altman, Iarrobino et Kleiman [1],
Pic(Y,) est alors un ouvert dense de Pic(Y,).

Nous allons maintenant généraliser la discussion ci-dessus a un groupe réductif
général.

4.5. Courbe camérale. — L’outil de base pour étudier £, est la construction de la
courbe camérale due a Donagi. Considérons le diagramme cartésien

X tp

A

X XA —=

dont le morphisme de la ligne inférieure associe a un couple (x, a) formé de x € X et de
a € A, le point a(x) € ¢p. Le morphisme de gauche qui se déduit de 7 par changement
de base est un morphisme fini et plat muni d’une action de W.

En prenant la fibre en chaque point a € 4(k), on obtient le revétement caméral
7, : X, — X de Donagi. Dans la suite, on va se restreindre aux parameétres a tels que 7,
est génériquement un revétement étale. Ces parametres forment un ouvert de +4 qui peut
étre décrit comme suit.
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Considérons I'image inverse U de ¢j C ¢p dans X X +. Le morphisme de U — 4
étant lisse, son image est un ouvert de 4 que nous allons noter 4%. Ses £-points sont
décrits comme suit

AZ(k) = {a € AK) | aX) Z Dap}-

Si deg(D) > 2g, 'ouvert A" est non vide. La borne 2¢ n’a rien d’optimal ici, le cas
original étant le fibré canonique de degré 2g — 2. On reporte la démonstration a 4.7.1 ou
on démontre un énoncé plus fort.

Lemme 4.5.1. — Pour tout point géométrique a € AC(K), le revétement 7, : 5(0 - Xk
est génériquement un torseur sous W. De plus, X, est une courbe réduite.

Démonstration. — Par définition de A%, Pintersection U, de U avec la fibre X x {a}
est un ouvert non vide de X. Par construction, 7, est un W-torseur au-dessus de cet ouvert
dense. Puisque 7, est un morphisme fini plat, 7,,Ox, est un Ox-module sans torsion. S’il
est génériquement réduit, il est partout réduit. U

4.5.2. — Pour tout a € A®(k), on a une fleche injective de faisceaux pour la
topologie étale

J. =) = (. X, xx T)Y

qui se déduit de 2.4.2 et dont le noyau est un faisceau fini de support fini entierement
explicite. Cette fleche permet de controler J, et donc &, a I'aide de la courbe camérale.

Le tore T n’est pas nécessairement trivial au-dessus de X,. Il est parfois nécessaire
de passer a un revétement étale pour le rendre trivial. C’est pour cette raison qu’on va in-
troduire certaines variantes de la courbe camérale que voici. Considérons un revétement
fini connexe étale galoisien p : }_(p — X de groupe de Galois ®, qui rend le torseur pg
trivial. On a alors un diagramme cartésien :

T —

(4.5.3) X, xt —= X, xc

|

dont les fleches verticales se déduisent de p par changement de base et donc finies et
étales. Pour tout a € A(k), construisons le revétement Tyt Xp . — X en formant le
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produit cartésien :

(4.5.4) Xp’a — X, X tp
TTp,a i l )
X ¢

On a alors la formule
I =m, . (T)V"®

suivant 2.4.4.

Proposition 4.5.3. — Supposons que deg(D) > 2g. Notons © [umage de I'homomorphisme
pg (X, 00) = Out(G). Supposons que © est un groupe fini d’ordre premaer a la caractéristique.
Pour tout a € A (k), on a

H'(X,].) = (26)°
et
H°(X, Lie(J,)) = Lie(ZG)°.

En particulier, si au-dessus de X le centre de G ne contient pas de tore déployé, alors P, est un champ de
Picard de Deligne-Mumford.

Démonstration. — Le point clé que la courbe 5(,0,,1 est connexe sera reporté a 4.6.1.
Admettons-le pour I'instant. On a alors

HO(X’Ji) — TWN@

qui est un groupe fini non ramifié sous ’hypothése que ZG ne contient pas de tores
déployés. Le groupe H’(X, J,) en est un sous-groupe. En utilisant la description explicite
deJ — J' ¢f 2.4.7 et le fait que la section a rencontre toutes les composantes irréductibles
du lieu de discriminant, on peut montrer que

H'(X,],) = ZG®.

Comme cette description explicite ne sera pas utilisée dans la suite, on laisse au lecteur le
soin de reconstituer les détails. U

4.5.6. — Il n’est pas difficile d’introduire un rigidificateur pour bénéficier de la
représentabilité. Soit 0o € X un point fixé et soit A 'ouvert de 4 des points ¢ qui sont
réguliers semi-simples en 00. Pour tout a € 4, notons & le champ de Picard classifiant
des J,-torseurs munis d’une trivialisation en o0.
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Proposition 4.5.7. — Le foncteur P est représentable par un schéma en groupes lisse loca-
lement de type fint au-dessus de A>. Pour tout a € A, le tore J, 0 agit sur P en modifiant la
ngidification et induit un 1somorphisme canomique du champ quotient [P7° /] 4001 €t P,.

Démonstration. — La premiere assertion se déduit de la représentabilité du schéma
de Picard du revétement étale de la courbe camérale X, ,. La seconde assertion est im-
médiate. O

4.6. Courbe camérale connexe. — Sous ’hypotheése deg(D) > 2g, on peut démontrer
que la courbe camérale X, est connexe. Mais ce dont on a besoin dans la suite est un
énoncé de connexité légerement plus fort. Considérons un revétement fini connexe étale
galoisien p : X, — X qui rend le torseur pg trivial. On a alors construit un revétement

Tpa:Xpe—> X

comme dans 4.5.4.

Proposition 4.6.1. — Supposons que deg(D) > 2g. Alors pour tout a € AV (k), les courbes

X, et X, , sont connexes.

Démonstration. — Quitte a remplacer X par X,, il suffit de démontrer que la courbe

camérale X, est connexe dans le cas ou G est déployé. Dans ce cas, on fait appel au
théoréme suivant d a Debarre [17, th. 1.4] qui généralise un théoréme de Bertini.

Théoréeme 4.6.2. — Sotent M une variété irréductible et m : M — P un morphisme de M
dans un produit d’espaces projectifs P =P" X - - - X P". Dans chaque P" , on se donne un sous-espace
linéaire L; C P tel que pour tout sous-ensemble 1 C {1, ..., n}, ona

dim(pr(m(M))) > Y _ codim(L)
el
ot py est la projection de P sur [ [, P™. Supposons ausst que m est propre au-dessus d’un ouvert V' de
Petque L.=1, x --- x L, est contenu dans V. Alors, m™" (L) est connexe.

Voici comment appliquer ce résultat a notre cas particulier. Puisque G est déployé,
¢p en tant que schéma est un produit fibré au-dessus de X de fibrés en droites D®%. On
peut compactifier chacun de ces fibrés en droites D®% en un fibré en droites projectives

D® = Projg (Sym,_(D®™" @ Ox,))
qui est une k-surface projective. On note Z; = D% — D¢ le diviseur a P'infini. Le fibré

inversible @ (1) attaché a ce Proj est tres ample par hypothése deg(D) > 2g et induit un
plongement projectif

D s P

de cette surface.
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Le sous-schéma localement fermé []._, D®% de P =[]'_, P" est un sous-schéma
fermé de V ou

V= ﬁP”f — U(zi x ]_[13@%‘).
=1

i=1 i

Il en est de méme de ¢p qui est un sous-schéma fermé de []._, D®%. Ce qui joue le role
de la variété irréductible M dans le théoreme de Debarre est tp qui est fini au-dessus de
¢p de sorte que M est de dimension 7 4- 1 et que le morphisme composé m: M — V est
un morphisme propre.

La composante ; € H(X, D®%) de ¢ définit un hyperplan L; de P" car
(4, 1) e H'(P", 0(1)) = H (X, D*) @ H'(X, Ox)

dont I'intersection avec la surface D®“ ne rencontre pas le diviseur a infini Z;, autrement
dit, est contenue dans la surface ouverte D®%. Comme L;NZ; =, le produit L=[]_, L,
est contenu dans 'ouvert V.

Comme X, = m ' (L), il ne reste qu’a vérifier que pour tout sous-ensemble I C
{1,...,n},ona

dim(pr(m(M))) > > " codim(L,).
el

Mais on vérifie immédiatement que la dimension de p(m(M)) est égale a I+ 1 ce qui
termine la démonstration du lemme. UJ

4.7. Courbe camérale connexe et lisse. — Nous allons étudier Pouvert A% ot les fibres
de M, sont aussi simples que possible. Cet ouvert est défini comme suit. Un point
a € A(k) appartient a cet ouvert si la section %, : X — ¢ coupe transversalement le
diviseur Dp. Ici Dy désigne le diviseur de ¢ obtenu en tordant le diviseur ® C ¢ par le
G, -torseur Lp associé au fibré inversible D. Comme on le verra dans 4.7.3, il revient au
méme de demander que la courbe camérale soit lisse.

Proposition 4.7.1. — Si deg(D) > 2g, louvert A est non vide.

La démonstration est completement similaire a celle du théoréme de Bertini due a
Zariski. Commengons par démontrer un lemme.

Lemme 4.7.2. — Supposons deg(D) > 2g oi g est le genre de X. Pour tout x € X (k) défini
par un idéal . La fleche

H(X, 0) > ¢ ®o, Ox/m’

est surjective. Ict le fibré vectoriel ¢ est vu comme un Ox-module localement libre de rang r.
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Démonstration. — En passant au revétement fini étale p : X, — X, ¢ devient iso-
morphe a une somme directe

pre= EB p*D®"
=1

ou les ¢ sont définis dans 1.2 et en particulier sont des entiers plus grands ou égaux a 1.
Comme ¢ est un facteur direct de p,p*c, il suffit de démontrer la surjectivité de la fleche

H (X, p*c) = p*c ®o, Ox/m’.

11 suffit de démontrer cette surjectivité pour chacun des facteurs directs p*D®4.

I1 est loisible de supposer ici que X, est géométriquement connexe. Notons g’ son
genre. On a alors 2¢' — 2 = n(2g — 2) ou n est le degré de p. La surjectivité ci-dessus se
déduit de I'inégalité

deg(D®“) > 2ng = (24 — 2) + 2n.
Le lemme en résulte. O

Démonstration. — Revenons a la proposition 4.7.1. Dans D¢ p, on a un ouvert lisse
S , , SING . .
Dp — D' complément d’un fermé D de codimension 2 dans cp.
Considérons le_sous-schéma Zyde ®O¢p— ’D;ngl’)) X oA constitué des couples (¢, a)
tels que la section a(X) passe par le point ¢ et intersecte avec le diviseur D¢ en ce point
avec une multiplicité au moins 2. D’apres le lemme ci-dessus

dim(Z,) < dim(A) — 1

de sorte que la projection Z; — # n’est pas surjective.
smg

Considérons le sous-schéma Zy de D, ° x A des couples (¢, a) tels que la section
a(X) passe par ¢. De nouveau d’apres le lemme, on a une estimation de dimension

dim(Zy) < dim(A) — 1

de sorte que la réunion des images de Z, et de Z, est contenue dans un sous-schéma fermé
strict de . 11 existe donc un point a € A tel que la section a(X) ne coupe pas le lieu
singulier ¢}, du discriminant et coupe le licu lisse de ce diviseur transversalement. [

Lelnme 4.7.3. — Un point a € Ak) est dans Uouvert A (k) si et seulement si la courbe
camérale X, est lisse.

Démonstration. — Supposons que a € A®(k) c’est-a-dire la section a(X) dans cp
coupe transversalement le diviseur ¢ p. Montrons que I'image inverse de cette section
sur le revétement X, X tp est lisse. En dehors du diviseur D¢ p, ce revétement est étale
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si bien qu’il 0’y a rien a vérifier. La condition que 'image a(X) coupe transversalement
le diviseur D¢ p implique qu’elle ne rencontre pas le lieu singulier D}, de Dgp. Un
couple (v, x) € tp (k) est composé dun point v € X (k) et d’un point x dans la fibre de
tp au-dessus de x. Au-dessus de v, le groupe G est déployé de sorte qu’on peut parler
des hyperplans de racine dans la fibre de tp au-dessus de v. Si (v, x) € tp(k) est au-
dessus d’un point d’intersection de a(X) avec Dgp — ’DG D, X appartient a un unique
hyperplan de racine. On peut donc se ramener au cas d’un groupe de rang semi-simple
un. Dans ce cas, un calcul direct montre que le complété formel X, en (v, x) est de
la forme k[[e,,]][t]/(t2 — €') ou €, est un uniformisant de X en le point v et m est la
multiplicité d’intersection de a(X) avec ®e.p en ce point. Dans le cas transversal m =1,
ceci implique que X, est lisse en (7, x).

Supposons maintenant que a ¢ A (K). Sia(X) coupe le lieu lisse de D¢ p avec une
multiplicité au moins deux, le calcul ci- dessus montre que Xa n’est pas lisse. Supposons
maintenant que a(X) coupe le lieu D% en un point v € X. Supposons que X, est lisse
en le point (v, x) € tp(k) au-dessus de v. Le point x appartient alors a au moins deux
hyperplans de racine différents de sorte que le groupe de monodromie locale 77 (I,) ¢f.
3.7.3 contient deux involutions différentes. Ceci n’est pas possible car sous I'hypothese
que la caractéristique de £ ne divise pas 'ordre de W, le groupe de monodromie locale
72 (1,) est un groupe cyclique. ]

Corollaire 4.7.4. — Soit X, — X un revétement fini étale galoisien connexe qui déploie G.
Supposons deg(D) > 2g. Alors pour tout a € A (k), la courbe X,, , est irréductible.

Démonstration. — D’apres 4.6.1, XN est connexe. Comme X, est lisse, le revétement
étale X, , I'est aussi. Elle est donc irréductible. 0

Voici la traduction galoisienne de cet énoncé. Soit U I'ouvert de X au-dessus du-
quel le revétement X, — X est un W-torseur. Soient 00 un point géométrique de U et
& un point géométrique de X, au-dessus de u. Comme dans 1.3.6, on a alors un homo-
morphisme

;i (U, 00) = W x Out(G)
au-dessus de

o 1 (X, 00) = Out(G).
Notons ® I'image de ’homomorphisme p¢..

Corollaire 4.71.5. — Si a € A (k), alors limage de v° est W X ©.

Définition 4.7.6. — Un k-champ abélien est le quotient d’une k-variété abélienne
par l'action triviale d’un groupe diagonalisable.
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L’exemple typique d’un champ abélien est le champ classifiant les fibrés inversibles
de degré zéro sur une courbe projective lisse connexe définie sur £. Si cette courbe est
munie d’une action d’un groupe fini d’ordre premier a la caractéristique, les composantes
neutres des champs de Prym associés sont des champs abéliens.

Proposition 4.7.7. — Pour tout a € A (K), Louvert M5 est M, tout entier de sorte que M,
est un torseur sous P,. La composante neutre de P, est un champ abélien.

Démonstration. — On renvoie a [57, pr. 4.2] pour la démonstration de la premiere
assertion.

Considérons un revétement connexe fini étale galoisien X, — X de groupe de
Galois © qui trivialise pg. On a construit le revétement étale XM de la courbe camérale
X qui est alors une courbe projective lisse et connexe ¢f 4.6.1. La seconde assertion résulte

de ce que la composante neutre du champ des T-torseurs sur X, , est alors un champ
abélien. O

Rappelons que si le centre G ne contient pas de tores déployés sur X, la compo-
sante neutre de &, est en plus de Deligne-Mumford d’apres 4.5.5.

4.7.8. — Pour tout a € A”(k), on a vu que le groupe d’inertie de P, s’identifie
4 ZG®. On verra dans 4.10.4 que pour a € A® (k) le groupe des composantes connexes
o (P,) s’identifie a 7G®. On peut observer que si G; et Gy sont duaux 'un de I'autre
et siae Agl(/}) = A@Q (k), le groupe d’inertie de £, , est isomorphe au groupe des
composantes connexes de 5, , et vice versa.

4.8. Modéle de Néron global. — Soient a € A® (k) et U I'image réciproque de I'ouvert
¢i3 par le morphisme a: X — .

Comme dans le cas local 3.8, la structure du champ de Picard £, des J,-torseurs
sur X peut étre analysée a Iaide du modele de Néron J? de J,. C’est un schéma en
groupes lisse de type fini au-dessus de X muni d’un homomorphisme J, — ]’ qui est
un isomorphisme au-dessus de U. Il est de plus caractérisé par la propriété suivante :
pour tout schéma en groupes lisse de type fini J' sur X avec un homomorphisme J, — J'
qui est un isomorphisme sur U, il existe un unique homomorphisme J' — J’ tel que le
triangle évident commute. L'existence de ce modéle de Néron est un résultat de Bosch,
Lutkebohmer et Raynaud ¢f [10, ch. 10, pr. 6]. De nouveau, le modele de Néron de type
fini n’est qu’un sous-schéma ouvert du modéle de Néron localement de type fini qu’ils
ont construit.

Ce modele de Néron global s’obtient a partir des modéles de Néron locaux ¢f
3.8 comme suit. Pour tout v € X — U, on note X, la complétion de X en v et X* =
X, — {v}. Considérons le modéle de Néron du tore Jalxs- En recollant les modeles de
Néron en les différents points v € X — U avec le tore J,|y, on obtient un schéma en
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groupes commutatifs lisse J° au-dessus de X muni d’un homomorphisme de schémas en
groupes J, = J°.

Comme dans 3.8.2, J° peut étre _exprimé a l'aide de la normalisation Xb de la
courbe camérale X,. L’action de W sur X, induit une action de ce groupe sur X°. Notons
T Xz — X le morphisme vers X. Voici la conséquence globale de I’énoncé local 3.8.2.

Corollaire 4.8.1. — ]’ s’identifie au sous-groupe des poins fixes sous Uaction diagonale de W
dans HXZ/X(T X< XZ)

Considérons le groupoide de Picard $ des J’-torseurs. [’homomorphisme de
schémas en groupes J, — J” induit un homomorphlsme de groupoides de Picard &#, —
P’. Cet homomorphisme réalise essentiellement la structure générale d’un groupe algé-
brique sur un corps algébriquement clos comme I’extension d’une variété abélienne par

un groupe algébrique affine ¢f [66]. La démonstration qui suit s’inspire d’un argument
de Raynaud [64].

Proposition 4.8.2.

(1) Lhomomorphisme P, (k) — P’ (k) est essentiellement surjectif:

(2) La composante neutre (P°)° de P° est un champ abélien.

(3) Lenoyau R, de P, — P est un produit de groupes algébriques affines de type fini R, (a)
qui sont définis dans le lemme 3.8.1. Ceux-ct sont triviaux sauf en un nombre fini de points
v e [X].

Démonstration.

1. Par la construction du modéle de Néron, I’homomorphisme J, — J’ est injectif
en tant qu’homomorphisme entre faisceaux en groupes abéliens pour la topo-
logie étale de X. Considérons la suite exacte

(4.8.3) I P M i P

ot le quotient ]’ /], est supporté par le fermé fini X — U etla suite exacte longue
de cohomologie qui s’en déduit. Comme H'(X, ]’/],) = 0, ’homomorphisme

H'(X,],) - H'X.])

est surjectif.

2. Soit X, Iimage réciproque du revétement tp — ¢p par le morphisme 7,
X — ¢p. Soit Xb la normalisation de X,. D’aprés la proposition 3.8.2, le
modele de Néron J° ne dépend que du revétement Xa. Plus précisément J”
consiste en les points fixes sous I'action diagonale de W dans la restriction a
la Weil []g (1 xx X *). Il en résulte qu’a isogénie prés, $° est un facteur
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du groupoide des T-torseurs sur 5('; lequel est isomorphe au produit de r co-
pies du Pic(f(Z). Puisque 5(2 est une courbe projective lisse éventuellement non
connexe, la composante neutre de Pic(f(';) est le quotient d’un produit de va-
riétés jacobiennes par un produit de G,, agissant trivialement.

3. La derniere assertion résulte aussi de la suite exacte longue de cohomologie
qui se déduit de la suite exacte courte (4.8.3). Ayant défini le noyau comme la
catégorie des J,-torseurs munis d’une trivialisation du J°-torseur qui s’en déduit,
on n’a pas en fait a se préoccuper des H’ dans la suite longue.

O

Considérons un revétement fini étale galoisien connexe p : X, — X de groupe de
Galois~® qui trivialise le torseur pg. Pour tout a € A% (k), on a un revétement fini plat
Tpat Xy — X comme dans 4.5.4 qui est génériquement étale galoisien de groupe de
Galois W x ©. Soit Xi)a la normalisation de XM qui est aussi munie d’une action de
W x ©. Soit 7'[27“ sa projection sur X. On a alors une description galoisienne de

J(bl = 1_[ (T X X;’a)WXlG)
X5../X

dont le lemme suivant résulte.

Lemme 4.8.4. — Sotent C;; une composante connexe de XM et W; le sous-groupe des éléments
de W X © qui stabilisent C. Si T est fini non-ramifié, P est un champ abélien de Deligne-Mumford.

4.9. Invanant §,. — Un invariant numérique important qu’on peut attacher a a €
A (k) est invariant delta.

4.9.1. — Pour tout a € Ao(/_f), considérons le noyau

(4.9.2) R, :=ker[P, — P’

a

qui classifie les J,-torseurs sur X munis d’une trivialisation du J’-torseur qui s’en déduit.
C’est un groupe algébrique affine de type fini qui se décompose en produit

Ro= [] Ru@
veX-U

ou R, (a) estle groupe défini en 3.8.1. On définit 'tnvariant §, comme la dimension de R,.

4.9.3. — Rappelons qu’en prenant un rigidificateur ¢f 4.5.6, on a défini un
groupe algébrique lisse commutatif P! qui se surjecte sur la composante neutre P?.
D’apres le théoreme de structure de Chevalley, on dispose d’une suite exacte canonique

>R, ->P - A, —1
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ou A, est une variété abélienne et ou R, est un groupe affine connexe. ’homomorphisme
R, — P> étant nécessairement trivial, on dispose d’un homomorphisme surjectif A, —
P> Sous I'’hypothése de 4.8.4, c’est en fait une isogénie étale. Il s’ensuit la formule

dim(A,) =d — 8,

Dans ce cas et dans ce cas seulement, il est justifié d’appeler §, la dimension de la partie
affine de 2,.

L’invariant §, s’écrit comme une somme d’invariants § locaux
8, :=dim(R,) = Z 8,(a).
veX-U
La conjonction de 4.8.2 et de la formule de dimension du groupe des symétries locales
3.8.3 donne une formule pour I'invariant § global.
Corollaire 4.9.4. — Pour tout a € A°(k), Uinvariant 8, défini comme ci-dessus est égal a

8, = dimH' (X, t ®o, (7,05 /70O ).

De nouveau, on a une autre formule qui exprime I'invariant § global en fonction du
discriminant corrigé par des invariants monodromiques locaux comme dans la formule
de Bezrukavnikov.

Rappelons que le discriminant D¢ est un polynéme homogene de degré ff @ sur
¢, § @ étant le nombre de racines dans le syst¢tme de racines ®. Il s’ensuit que pour tout
ae A°(k), a*®¢.p est un diviseur linéairement équivalent a D®#®) de sorte que

deg(a*D¢gp) =t P deg(D).

Ecrivons

a*QG,D = dlvl +--- 4+ dnvn
ou vy, ..., v, sont des points deux a deux distincts de X et ou d; est la multiplicité de v;.
Pour tout i = 1, ..., n, notons ¢; la chute du rang torique de J’ en le point v;. La formule

suivante est un corollaire immédiat de 3.7.5.

Proposition 4.9.5. — On a légalité

n

928, = i(dl- — ) =1 PdegD) — Y ¢

=1 =1
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4.10. Le groupe my(P,). — Dans ce paragraphe, nous allons décrire le groupe de
composantes connexes de &, dans esprit de la dualité de Tate-Nakayama. Pour cela, il
est nécessaire de faire un certain nombre de choix et de fixer quelques notations.

Fixons un point 0o € X (k). Considérons 'ouvert 4% de 4 ®; k qui consiste en les
points a € AF) tels que a(00) € ¢}y. C’est un sous-schéma ouvert de A% ®; k. Si 00 est
défini sur £, 'ouvert A est aussi deﬁni sur .

Fixons un pomt ae Ao"(k) Notons U Pouvert maximal de X au-dessus duquel le
revétement caméral X, — X est étale. Par construction oo € U. Supposons que G est
défini par un homomorphisme continu

pe (X, 00) = Out(G).

Ayant choisi un point géométrique oo de la courbe camérale X, au-dessus de 0o, on
a comme dans 1.4.4 un homomorphisme continu 77 qui s’inseére dans un diagramme

commutatif
(4.10.1) 71U, 00) —> W x Out(G)
3 (X’ OO) . Out(G)
PG

ou a = (a, 00). Notons W; I'image de 77 dans W x Out(G) et I; 'image du noyau de
7,(U, 00) = 7,(X, 00). La commutativité du diagramme ci-dessus implique I; C W.

Soit maintenant J? le sous-schéma en groupes des composantes neutres de J,.
Considérons le champ de Picard &/ des J%-torseurs sur X. I’homomorphisme de fais-
ceaux J — J, induit un homomorphisme de champs de Picard $/ — P,.

Lemme 4.10.2. — L'homomorphisme P, — P, est surjectif et a un noyau fini. 1l en est de
méme de "homomorphisme 7wy (P)) — 7w(P,) qm s’en déduit.

Démonstration. — On a une suite exacte courte de faisceaux
0
0—=]J,—J.— m(J)— 0

ot 7(J,) est un faisceau de support fini dont la fibre en un point v € X est le groupe
70(J.)v» des composantes connexes de la fibre J,, de J,. On en déduit une suite exacte
longue

H(X, 70(J.)) — H'(X,]) - H'(X,],) —» H' (X, 70(J.)) = 0.

I’annulation du dernier terme résulte du fait que my(J,) est supporté par un schéma de

dimension zéro. On en déduit la surjectivit¢ de &P, — P, de noyau H'(X, 70(J.)). La
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finitude de ce noyau vient de la finitude des fibres de m(J,). L’assertion sur 77,(#)) —
o (#,) s’ensuit immédiatement. O

Au lieu des groupes abéliens my(P!) et mwy(P,), il sera plus commode de décrire
les groupes diagonalisables duaux. Dualement, on a une inclusion des groupes diagona-
lisables

7o (P)* C (L))"
ou on a noté

70(P.)* = Spec(Qu[mo (L)1)
7o(P)* = Spec(Qy 7o (P)]).

On a utilisé 'exposant (_)* pour désigner la dualité entre les groupes abéliens de type fini
et les groupes diagonalisables de type fini sur Q.

Proposition 4.10.3. — Pour tout a = (a, 00) comme ci-dessus, on a des isomorphismes de
groupes diagonalisables

NO(J)‘;)* — ri*WVa
et
mo(P)* = T(L;, Wy)

oul 'i'(I;l, W) est le sous-groupe de TW: Jormé des éléments k tels que W; C (W X Out(G)), et
I; C Wxu ott Wy est le groupe de Weyl de la composante neutre du centralisateur de k dans G.

Démonstration. — D’apres [57, corollaire 6.7], on a un isomorphisme canonique
(X*)wa — 770(«7);)

du groupe des W;-coinvariants de X, = Hom(G,,, T) dans le groupe des composantes
connexes de /. Ceci est essentiellement un cas particulier d’'un lemme de Kottwitz [42,
lemme 2.2]. Dualement, on a un isomorphisme de groupes diagonalisables

T[O(Jja/)* =T"

ou T est le Qy-tore dual de T.
Notons U = a7 '(¢}}). Comme dans la démonstration de 4.10.2, on a une suite
exacte

H' (X, 70(J.)) = 70(P,) = m(Po) = 0
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on H'(X,]J, /19 = D, v m0(Jew) ou 7o(J,,) désigne le groupe des composantes
connexes de la fibre de J, en v. Pour tout v € X — U, on a une suite exacte locale analogue

70(Ju) = To(Po () = 7o(Po(J) — 0

compatible avec la suite globale. Considérons les suites duales des groupes diagonalisables

0 — 70(Py(J))* = wo(Po (D) = 70(Jan)™
Le sous-groupe

o (P)* C ﬂo(j),;)*
est alors I'intersection des images inverses des sous-groupes

nO(ﬂ)v(]a))* - ﬂo(?vqg))*

pour tout v € X — U. La proposition se déduit maintenant de 3.9.2. 0

Corollaire 4.10.4. — Pour a € A (k), on a wy(P,) = 7G°.

Démonstration. — Pour & = (a, 30) avec a € A% (k), on a vu que W; =W x O et
I; =W ¢f 4.7.5. Le corollaire résulte donc de 4.10.3. 0J

4.10.5. — Soit A™i(k) le sous-ensemble des a € A (k) tels que my(P,) est fini.
Drapres 4.10.3, ceci est équivalent a la finitude de T"7. On démontrera dans 5.4.7 que
A (k) est ensemble des k-points d’un ouvert A™ de A°.

4.11. Automorphismes. — Soit (E, ¢) € M(F) d’image a € A% (k). Nous allons dé-
terminer des bornes pour le groupe des automorphismes Aut(E, ¢) en fonction de a. Soit
U 'ouvert de X ot a est semi-simple régulier.

Considérons le faisceau des automorphismes Aut(E, ¢) qui associe a tout X-
schéma S le groupe Aut((E, ¢)|s). Ce faisceau est représentable par le schéma en
groupes I ¢) = /iy, 41 qui est 'image réciproque du centralisateur I sur g par la fleche
h,g) X — [gp/G]. La restriction de I 4) a 'ouvert U est un tore mais au-dessus de )_(,
le schéma en groupes I 4) n’est ni lisse ni méme plat. On peut néanmoins considérer sa
lissification au sens de [10]. D’apres loc. cit., 1l existe un unique schéma en groupes lisse
Il(ii’ 4 au-dessus de X tel que pour tout X-schéma S lisse on a

Aut((E, ¢)|s) = Homx (S, Il(i;’:,d))).

La fleche tautologique Il(i}‘f:’ # — La.g) est un isomorphisme au-dessus de 'ouvert U. No-

tons que la caractérisation de Ify, ) implique Iégalité

(4.111)  Au(E ¢)=H'KX I} ).
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Puisque J, est lisse, ’homomorphisme canonique J, = I(g 4, induit un homomor-
phisme

lis
Jo= Ly

qui est un isomorphisme au-dessus de U. Par la propriété universelle du modele de Né-
ron, on a un homomorphisme

lis b
L) = Ja

qui est un isomorphisme sur U.

Proposition 4.11.2. — Pour tout (E, ¢) € M(K) au-dessus d’un pownt a € AV (K), on a des
inclusions canoniques

H(X,],) C Aut(E, ¢) Cc H'(X,]").

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que les fleches J, — L, 4 €t I, o — Jo sont
injectives en tant qu’homomorphisme de faisceaux pour la topologie étale. Pour cela,
il suffit de vérifier Pinjectivité sur les voisinages formels en chaque point v € X — U.
Notons O, le complété formel de O en v et F, le corps des fractions de @,. On a alors
les inclusions

J.(@,) CIE , (@,) CJ(,)
de sous-groupes de J,(F,). UJ

~Reprenons les notations de 4.10. Fixons un couple a = (a, 50) avec a € A (F) et
oo € X, au-dessus de 00. On y a défini un sous-groupe W; de W x Out(G). Avec 4.8.1
et 2.4.4, on a la formule

H(X,])) =T".
On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.11.3. — Soit a = (a, 50) comme ci-dessus. Pour tout (E, ¢) € ME) au-dessus
d’un point a € A (k), Aut(E, @) s’identifie & un sous-groupe de T*i.

Les travaux récents de Frenkel et Witten suggerent que cette borne n’est pas opti-
male. En fait, on devrait avoir I'inclusion

Aut(E, ¢) C Tz, W7)

ou T(I;, W;) est le sous-groupe de T défini comme dans 4.10.3 en remplagant T par T.
De plus, I’égalité devrait étre atteinte aux points les plus singuliers de la fibre M,.
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4.11.4. — Au-dessus de I'ouvert A™ ¢f 4.10.5, le groupe TV est fini. Il en est
de méme pour TV?. En supposant 'ordre de W x ® premier a la caractéristique TV
est donc de Deligne-Mumford d’aprés le

sera finl non ramifié. La restriction de M a A*™

corollaire ci-dessus.

4.12. Module de Tate polarisable. — Mettons-nous sous ’hypothése de 4.5.5 de sorte
que & est un champ de Picard de Deligne-Mumford lisse au-dessus de A®. Notons $° le
sous-champ de Picard des composantes neutres de 2. Notons g le morphisme structural
P — A qui est lisse de dimension relative d. Considérons le module de Tate

TQK (e(/j()) — HQd*l (g’QZ)

qui est un Qy-faisceau sur A,

La facon plus élémentaire de présenter ce faisceau consiste a utiliser des rigidifi-
cateurs. Comme dans 4.5.6, on a défini sur 'ouvert A des schémas en groupes lisses a
fibres connexes P_; et Py, P_, étant affine tel qu’on a un suite exacte

l1->P_,—»P,— P, — L.
Il ’ensuit une suite exacte de Q;-modules de Tate
0— Tg, (P_) = Tg,(Py) = Tg,(P°|4) — 0.

Pour tout point géométrique a € A (k), notons A, le quotient abélien maximal
de Py ,. Comme P_; , est affine, la fleche T, (Py ) = T, (A,) se factorise par Tg, (J’ao).
On en déduit une suite exacte

0—Tg,(R,) — Ty, (P — Tg,(A)—0

qui ne dépend pas en fait du choix du rigidificateur. Bien qu’on ne dispose pas du dévis-
sage canonique de Chevalley pour le champ de Picard Deligne-Mumford £, on dispose
donc d’un dévissage canonique de son Q,-module de Tate.

Proposition 4.12.1. — Il exuste une forme alternée
Y : Tg, (P) x Tg, (P7) = Qu(—1)

telle qu’en chaque point géométrique a € A° (k), la_forme v, est nulle sur la partie affine Tg,(R,) et
induit un accouplement parfait sur la partie abélhienne Tgy, (A,).

La démonstration de cette proposition est fondée sur la théorie de ’accouplement
de Weil que nous allons rappeler pour la commodité du lecteur. Soit S un schéma local
strictement hensélien. Soit ¢ : C — S un morphisme propre plat de fibres géométrique-
ment réduites de dimension un.
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Supposons que C est connexe. Considérons la factorisation de Stein C — S —
S ou C — S est un morphisme propre de fibres connexes non vide et " — S est un
morphisme fini. Puisque la fibre spéciale de ¢ est réduite, le morphisme S" — S est fini
et étale. Puisque C est connexe, S est aussi. Puisqu’on a supposé que S est strictement
hensélien, on a alors S" = S. Autrement dit les fibres de ¢ : C — S sont connexes.

Considérons le S-champ d’Artin Picg/s qui associe a tout S-schéma Y le groupoide
des fibrés inversibles sur C xg Y. Il est lisse au-dessus de S. Considérons sa composante
neutre Picy, ss- Pour tout point L € Picx/s(Y), pour tout y € Y, on peut définir la carac-
téristique d’Euler-Poincaré y, (L) de la restriction de L a C,. S1'Y est connexe, cet entier
est indépendant de » et nous le notons x (L). Si L € Pic%/s, ona x(L)=x(Oc¢).

Pour tout couple de L, " € Pic% /s> lOus définissons leur accouplement de Weil par
la formule

(L, L)¢s = det(Re(L® L)) ® det(Re, L)® ™!
® det(Re, L)? ! @ det(Re, Oc)

en utilisant le déterminant de cohomologie. Si ¢ est un automorphisme de L qui est alors
un scalaire, ¢ agit sur det(Re, L) par le scalaire #*!), En utilisant les égalités

xLOL)=x@L)=x@) = x(Oc)

pour L, I € Pic}, /s> on vérifie que pour tout couple de scalaires (¢, /') Paction de ¢ sur L
et 'action de ¢ sur I induisent I'identité sur (L, L") ¢/s.

Si N est un entier inversible sur S et L est un fibré inversible muni d’un isomor-
phisme ¢, : L®N — @, on a un isomorphisme

(L, L)8Y = Os.

Si en plus L) est aussi muni d’un isomorphisme ¢/ : /*N — ¢, on a un autre isomor-
phisme (L, I )%}\IS = . La différence de ces deux isomorphismes définit une racine N-
ieme de I'unité. Cette racine ne dépend que des classes d’isomorphisme de L et de L en
vertu de la discussion sur l'effet des scalaires.

Supposons maintenant que C est une courbe projective connexe sur un corps al-
gébriquement clos £. Le champ Picg, est alors isomorphe au quotient d’un k-groupe algé-
brique commutatif connexe Jac, par G,, agissant trivialement. La construction ci-dessus
définit une forme alternée

Tg, (Jace) x Tg, (Jace) —> Qu(—1)

qui est non-dégénérée lorsque C est lisse. Pour terminer cette digression, il reste a consi-
dérer le comportement de I’accouplement de Weil vis-a-vis de la normalisation.
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Lemme 4.12.2. — Sout C une courbe projective réduite sur un corps algébriquement clos k. Sout
C® sa normalisation et & : C° — C. le morphisme de normalisation. Soient L, 1 deux fibrés inversibles
sur G. On a alors un isomorphisme canonique de k-espaces vectoriels de dimension un

(L, )¢ = ("L, &"L)
Démonstration. — On a une suite exacte
0— Oc— &0 — D —0

ou D est un O¢-modules fini supporté par une collection finie de points {¢i, ..., ¢,} de C.
Notons D; le facteur direct de D supporté par ¢; et &; sa longueur. La multiplicativité du
déterminant nous fournit alors un isomorphisme

det(,0c») = det(c,£,0c) = det(,0c) ® Q) A“D;

=1

ot on a noté ¢ : C — Spec(k) et ¢ : C” — Spec(k) les morphismes structuraux.
Soit L un fibré inversible sur C. En utilisant la formule de projection §,£*L =
(£,0) ® L, on obtient la formule

det(£"L) = det(c,L) ® R)(L2* ® A“D;)
i=1
ou L, estla fibre de L en ¢;. En appliquant cette formule a L® L', L et a L, on obtient
le lemme. O

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition 4.12.1.

Démonstration. — Rappelons que pour tout point a € A%, P, est le champ de Picard
des J,-torseurs sur X. Soit 7, : X, — X le revétement caméral associ¢ a a. D’apres la
description galoisienne du centralisateur régulier, on a un homomorphisme de faisceaux

en groupes ¢f. 2.4.2
Jo = (T xx X,)

ou T est le tore maximal de G dans I’épinglage fixé. En considérant un déploiement
X, — X de G, on obtient un revétement fini étale Xp . — X, par changement de base.
Notons 7, , : XM — X le morphisme composé. On a donc un homomorphisme

Jo— 7.0 (T x )N(M)

ou T est un tore déployé. La donnée d’un point de £"-torsion de #, induit donc un

point de £"-torsion de Picg  ® X, (T). En choisissant une forme symétrique invariante
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sur X,(T) ® Qj et en utilisant 'accouplement de Weil sur Picg(
p,a

alternée

, on obtient une forme

To, (P)) ® Tg, (P)) — Qu(—1).

Il reste a démontrer qu’en chaque point géométrique «a, cette forme symplectique est
nulle sur la partie affine de T,(%,) et induit un accouplement non dégénéré sur sa partie
abélienne. Ceci se déduit du lemme 4.12.2. 0J

4.13. Dimensions. — Nous allons utiliser la méme notation ¢y, pour désigner le X-
schéma en vectoriels et le Ox-module localement libre. Si G est déployé, le Ox-module
¢p a une expression explicite

r
o=@
=1

ou ey, ...,¢ sont des entiers naturels qui apparaissent dans 1.2. Par définition, le X-
schéma en vectoriel ¢p est

(p = Spec(SmeX(cl*j))

ou Symg_[cf)] est le faisceau en Ox-algebre puissance symétrique du Ox-module dual
;. En général, cp prend cette forme aprés un changement de base fini étale galoisien
p X, = X quidéploie G.

Lemme 4.13.1. — Si deg(D) > 2g — 2, A est un k-espace affine de dimension
dim(A) = P deg(D)/2 + r(1 — g+ deg(D))
ou 7 est le rang de G et § @ est le nombre de ses racines.

Démonstration. — Soit p : X, — X le revétement fini étale galoisien qui déploie G.
Alors p*cp est isomorphe 4 une somme directe p*D®. 1l s’ensuit que

deg(cp) = (ey + - - +¢,) deg(D).
On aT’égalité
dimH(X, ¢p) —dimH'(X, ¢cp) = (e; + -+ +¢,) deg(D) + (1 —g)

par le théoréme de Riemann-Roch. On sait d’apres Kostant que les entiers ¢; — 1 sont les
exposants du systeme de racines ¢ de sorte que

o+t e=r+1d/2.
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1l suffit donc de démontrer que H' (X, ¢p) = 0. Puisque deg(D) > 2g — 2 et puisque p
est fini étale, on a

deg(p*D) > deg(p*Qx/1) = deg(Qx,, /1)

d’oti résulte annulation de H' (X, p*D®%). Pour démontrer Pannulation de H' (X, ¢p),
il suffit de remarquer que H' (X, ¢p) est un facteur direct de H'(X,, p*cp). O

Si deg(D) est un entier fixé plus grand que 2¢g — 2, la dimension de la base de
Hitchin + ne dépend donc ni de D ni de la forme quasi-déployée.

Proposition 4.13.2. — Pour tout a € A(k), on a un isomorphisme canonique Lie(J,) =
¢, ®D.

Dans la démonstration qui suit lorsque f : X — Y et si £ est un Oy-module, on
écrira simplement £ pour désigner aussi son image inverse /* L. Cet abus de notation ne
devrait pas causer de confusion car le schéma qui porte le module sera toujours clair par
le contexte.

Démonstration. — D’apres 2.4.7, Phomomorphisme J, — J! induit un isomorphisme
Lie(J,) — Lie(J}) sur les algebres de Lie. Par construction de J', Lie(J!) peut se calculer
a l’aide du revétement caméral , : X, — X par la formule

Lie(}) = ((m,).t)".

Rappelons que le revétement caméral est défini en formant le diagramme cartésien :

X, — t

X —
a

Puisque 7 est fini et plat, la formation de 7.t commute a tout changement de base en
particulier (7,),t = a*m,t. Il suffit donc de calculer (. t)".

Puisque cp est le quotient invariant de tp par I'action de W, il en est de méme pour
les espaces totaux des fibrés tangents T, x et T, ,x. On en déduit

(ﬂ*QtD/X)W = QCD/X'

Par ailleurs, comme tp, est un fibré vectoriel sur X, on a Q¢ ,x = tp-1. De méme, on a
€.,/x = ¢fy. On obtient finalement une égalité¢ de @,-modules (mutp-)V = ¢, d’ou

)V =, ®D.
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En prenant 'image inverse de cette égalité par la section a : X — ¢p, on obtient 'égalité
Lie(J,) = ¢f, ®oy D. 0J

Dans le cas ou G est déployé¢, le lemme permet d’exprimer Lie(J,) en termes de
D et des exposants du systeme de racines ®. Soient ¢y, ..., ¢ les degrés des polyndmes
invariants homogenes comme dans ’énoncé de 1.1.1, on a

Lie(J)=D"""'@...@D ",

Si G n’est pas déployé, Lie(J,) devient isomorphe a la somme directe de droite sur un
revétement fini étale galoisien de X qui déploie G. En particulier

deg(Lie(J,)) = Y (¢ + 1) deg(D) = —f @ deg(D)/2.
=1
Corollaire 4.13.3. — Pour tout a € A (k),
dim(P,) = # ® deg(D)/2 + (g — 1).
Démonstration. — On a
dim(£,) = dim(H' (X, Lie(J,))) — dim(H(X, Lie(J.)))
de sorte que 'égalité a démontrer résulte de la formule de Riemann-Roch. UJ

4.13.4. — On notera d = § P deg(D)/2 4 r(g — 1) la dimension relative de &
au-dessus de #. En comparant avec la formule 4.13.1, on obtient

dim(P) = (r + £ D) deg(D).

Dans 4.16.1, on démontrera que M est dense dans M, de sorte qu’on aura alors les
mémes formules de dimension pour M. En particulier dim(M,) = d et dim(M) = (r +

1 ®) deg(D).

4.14. Calcul de déformation. — Les déformations des fibrés de Higgs ont été étudiées
par Biswas et Ramanan dans [9]. Pour la commodité du lecteur, nous allons reprendre
leur calcul.

Rappelons d’abord le calcul usuel des déformations d’un torseur sous un groupe
lisse. Soient S un £-schéma et G un S-schéma en groupes lisse. Soit BG le classifiant de G.
Le G-torseur universel EG est alors S au-dessus de [S/G]. Notons

JTEGZEG—>BG
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le G-torseur tautologique. Considérons le triangle distingué des complexes cotangents
WEGLBG/S —> Lggs — Leg/Bc — 7T;§GLBG/S[1]~

Puisque S = EG, le complexe cotangent Lgg/s est nul alors que Lgg/pe est le fibré vecto-
riel g* placé en degré 0. Il en résulte un isomorphisme

LEG/BG - ﬂEGLBG/s[l]-

On en déduit un isomorphisme
' [—11— mclecys

qui par descente le long de g induit un isomorphisme
(EG A° g")[—1] — Lagys.

Le complexe cotangent Lgg; du classifiant de G est donc le fibré vectoriel obtenu en
tordant par le torseur EG l'espace vectoriel g* muni de la représentation coadjointe,
placé en degré 1.

Ainsi, pour tout S-schéma X, pour tout G-torseur E sur X correspondant a une
fleche 4y : X — BG, obstruction a la déformation de E git dans le groupe

H'(X, RHom (% Lpgs, Ox)) = H*(X, EA% g)

et si cette obstruction s’annule, les déformations forment un espace principal homogene
sous le groupe

H’(X, RHom(/if Lpcs, Ox)) = H' (X, E A g)

alors que le groupe des automorphismes infinitésimaux est H(X, E A g).

Soit maintenant V un fibré vectoriel sur S muni d’une action de G et considérons
le champ quotient [V/G]. Le G-torseur my : V. — [V/G] définit un morphisme [v] :
[V/G] — BG qui s’insere dans un diagramme cartésien :

Vv

[V/G] — BG

Considérons le triangle distingué des complexes cotangents

myLvscys — Lvys — Lvyvier — mylvycil 1]
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Le terme Ly/s est le fibré vectoriel constant de valeur v*V* placé en degré 0 ou V* est
le S-fibré vectoriel dual de V et v:V — S est la projection sur S. Le terme Ly, v,q) se
calcule par changement de base Ly/v/g) = v*Lgg/sc et est donc le fibré vectoriel v*g*
placé aussi en degré 0. Au-dessus de chaque point v € V, I'action de G au voisinage de v
définit une application linéaire

o,:g— 1T ,V=V
dont le dual est la fibre en v
Ol: . (LV/S)U =V'— (LV/[V/G])U =g

de la fleche Ly — Ly/v/q) du triangle distingué. Cette fleche descend a [V/G] en une
fleche

* G . G y7* G %
a, Nty iy ANV — Ty AT g

dont le cone est isomorphe a Ly gys.

Appliquons le calcul ci-dessus pour calculer les déformations des paires de Hitchin.
Reprenons les notations fixées au début du chapitre 3. En particulier, G est le schéma en
groupes réductif sur la courbe X et g son algebre de Lie qui est munie de I’action adjointe
de G et de I’action de G,, par homothétie. Le fibré inversible D définit un G,, torseur Ly,.
Considérons le champ [gp/G] obtenu en tordant g par L puis divisé par G. Le complexe
cotangent Ly, /61/x s’identifie donc a

Gy,
Lig/cix A7 Lp
qui est le cone de
(nD,g N ) ® D' — TTn,g N g

ou 7p 4 est le G-torseur évident sur le quotient [gp/G]. )
Soit (E, ¢) un champ de Higgs sur X a valeur dans £. Elle correspond a une fleche

hi,e : X — [gp/Gl.

La déformation de (E, ¢) est contrélée par le complexe
RHom (% 4(Lp N Lig/c1/x), Ox)

qui s’exprime maintenant simplement
ad(E, ¢) :=[ad(E) — ad(E) ® D]

ou
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— ad(E) est le fibré vectoriel g A® E;
— ad(E) est placé en degré —1 et ad(E) ® D est placé en degré 0
— la fleche est donnée par x — [x, ¢].

Rappelons la proposition 5.3 de [57]. Le lecteur notera une différence dans le
décalage de ad(E, ¢) par rapport a loc. cit. Nous donnerons ici une démonstration un peu
différente.

Théoréme 4.14.1. — Soit (E, ¢) € M (k) un point au-dessus d’un point a € A (k). Alors
le groupe H (X, ad(E, ¢)) ou git Lobstruction a la déformation de la paire (E, @) est nul dans Uun
des cas suivants

— deg(D) > 2¢ — 2, B
— deg(D) =2¢ — 2 et a € A™ (k).

St lune de ces deux hypotheses est satisfaite, M est lisse au point (E, ¢).

Démonstration. — Fixons une forme symétrique non dégénérée et invariante sur g.

On identifie alors le dual du complexe ad(E, ¢) a
ad(E, ¢)* =[ad(E) @ D! — ad(E)]

dont les deux termes non nuls sont placés en degrés —1 et O et dont la différentielle est
donnée par x > [x, ¢]. Le faisceau de cohomologie H™! de ce complexe s’identifie a

Lie(I}},) @ D!

ou I} 4 estle schéma en groupes lisse sur X introduit dans le paragraphe 4.11. Par dualité
de Serre, le groupe H' (X, ad(E, ¢)) est dual du groupe

H’(X, Lie(I}} ;) D™ ® Qx/0).

Comme dans 4.11, on a un homomorphisme injectif de Og-modules

Lie(I}’,) — Lie(J?)

de sorte que pour démontrer la nullité du groupe des obstructions envisagée, il suffit de
démontrer que

H(X, Lie(J) D' ® Qx,) = 0.
On est donc amené a démontrer le lemme suivant. O

Lemme 4.14.2. — Pour tout a € A° (k), H'(X, Lie(]Z) ® L) = 0 pour tout fibré en droute
L de degré strictement négatif: La méme conclusion vaut sous Uhypothése a € A*™ (k) et deg(LL) < 0.
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Démonstration. — Choisissons des pointages comme dans 4.10 et notons ® I'image
de pl()_(, o0) dans Out(G). On a alors un revétement fini étale galoisien connexe p :
X, — X de groupe de Galois ®, = ® qui déploie pg. On a alors un revétement fini plat
XM — X ¢f 4.5.4 qui est génériquement étale galoisien de groupe de Galois W x ©,,.
Notons X;a la normalisation de Xp,a et nE’a la projection X';’a — X. Dapreés 4.8.1,

Lie(]’) peut étre calculé a partir de X;,a avec la formule
C T b W0
Lie(J,)) = (np,a)*((gfii,a ®Rt)"
de sorte que
Lie(J)) ® L= (,).((,)* L@ V.

Si deg(L) < 0, (7))*L est un fibré en droites de degré strictement négatif sur
chaque composante connexe de Xi)’a et ne peut pas avoir de sections globales non nulles.
Si deg(L) = 0, (7))*L a des sections globales non nulles si et seulement s’il est
isomorphe a Og» . On a dans ce cas
0<gb b WxO W,
H (X,Oqa’ ((T[p»a)*L® t) . p) = t “

ou W; est le sous-groupe de W x ©, et donc de W x Out(G) défini comme dans le

paragraphe 4.10. Sous I’hypothése a € A (k), le groupe des Wi-invariants " est nul ¢f
4.10.5. -

4.15. Formule de produit. — Nous allons a présent rappeler le lien entre les fibres de
Hitchin et les fibres de Springer affines qui en sont des analogues locaux.

Soit a € A% (k). Soit U Pimage réciproque de 'ouvert régulier semi-simple ¢ de ¢
par le morphisme a: X — [¢/G,]. Le recollement avec la section de Kostant définit un
morphisme

[] M@~ M..

veX—U

De méme, on a un homomorphisme de groupes [ |
sent un morphisme

vesev Pv(Jo) —> P,. Ceux-ci indui-

¢ [ M@ Ao 00 9 —s
veX-U
D’apres le théoreme 4.6 de [57], ce morphisme induit une équivalence sur la catégorie

des k-points. Le lecteur remarquera des changements de notations par rapport a loc. cit. :
M, (a) y était désigné par M; , et ce quiy €tait désigné par M, , n’apparaitra plus ici.
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Proposition 4.15.1. — Pour tout a € AN, le quotient de

[ M@ x 2,

veX—U

par Uaction diagonale de ||, .5 Pr*(J.) est un champ de Deligne-Mumford propre. De plus, le
morphisme

- pred
[T Mo ATl 700 2,

veX—U

est un homéomorphisme.

Démonstration. — L’homomorphisme #,(J,) — &, induit un homomorphisme
70(Py(J)) = mo(P,) sur les groupes des composantes connexes. Puisque «a € eAani(/_f),
o(P,) est un groupe fini, le noyau de cet homomorphisme est un sous-groupe d’in-
dice fini de 7y(#,(J,)). Il existe donc un sous-groupe abélien libre d’indice fini A, de
7o(#Py(J.)) contenu dans ce noyau.

Choisissons un relevement A, — #,(J,). Puisque a est défini sur un corps fini,
quitte a remplacer A, par un sous-groupe d’indice fini, on peut supposer que A, est
contenu dans le noyau de #,(J,) = P,.

Le groupe [],.x_y Av agit sur [, .5 M (a) x P, en agissant librement sur le
premier facteur et trivialement sur le second facteur. Le quotient est

[] M@/an) x 2,
veX-U

ou chaque M (a)/ A, est un k-schéma projectif d’aprés Kazhdan et Lusztig ¢f 3.4.1.
Il reste a quotienter par [[,.x_ y(Ps(Jo)/Ay). Pour tout v, ’homomorphisme
Ry(a) = Py(J.)/ A, est injectif et de noyau fini. Rappelons qu’on a une suite exacte

>R, —> P,— P — 1
ot #” est un champ de Deligne-Mumford propre. Le quotient de
[] M@/an) x 2,
veX-U

par Paction diagonale de R, =[], R,(a) est donc une fibration localement triviale au-
dessus de P de fibres isomorphes a

[] M@/an.
veX—U

Ce quotient est donc un champ de Deligne-Mumford propre.
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I reste donc a quotienter par le groupe fini [ [, #,(J.)/(R,(a) x A,). Le quotient
final est aussi un champ de Deligne-Mumford propre.

Puisque M, est un champ de Deligne-Mumford, en particulier séparé, le mor-
phisme

¢: [T M@ ATbes0?00 o s i,

veX—U

est un morphisme propre. Puisqu’il induit une équivalence sur les &-points, c’est donc un
homéomorphisme. En particulier, M, est un champ de Deligne-Mumford propre. O

On s’attend a ce que I’énoncé ci-dessus s’étende a a € A% (K).

Corollaire 4.15.2. — Pour tout a € AE), M, est homéomorphe @ un schéma projectif- De
plus, pour tout m € M (k), le stabilisateur de m dans P, est un groupe affine.

4.16. Densite. — On va maintenant énoncer et démontrer 'analogue global

de 3.10.1.

Proposition 4.16.1. — Pour tout point géométrique a € A% (K), M8 est dense dans la
Sfibre M,

Démonstration. — La formule de produit 4.15.1 implique que le fermé complémen-
taire M[® dans M, est de dimension strictement plus petite que M. Comme I'espace
total de Hitchin M est lisse sur £ d’apres 4.14.1, les fibres de Hitchin M, sont localement
une intersection compléte. En particulier, elles ne peuvent pas admettre des composantes
irréductibles de dimension strictement plus petite que la sienne. Ceci démontre que M
est dense dans M. O

La démonstration ci-dessus est essentiellement la méme que celle de Altman, Iarro-
bino et Kleiman dans [1] pour la densité de la jacobienne dans la jacobienne compactifi¢e
d’une courbe projective réduite irréductible ayant des singularités planes.

Corollaire 4.16.2. — La partie réguliere M5 (a) de la fibre de Springer M, (a) est dense.

On commence par construire une situation globale a partir de la situation locale
donnée en procédant comme dans ¢f. 8.6. L’assertion locale se déduit alors de I’assertion
globale a I’aide de la formule de produit ¢f 4.15.1. Nous laissons au lecteur les détails de
la démonstration de ce corollaire qui ne sera pas utilisé dans la suite de 'article.

Corollaire 4.16.3. — Pour tout a € A°(k), M, est équidimensionnelle de dimension égale a
gddeg(D)/2+1r(g—1).
De plus, Uensemble des composantes irréductibles de M, s’identifie au groupe 7o (P,).
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Démonstration. — La formule de dimension résulte de 4.13.3. L’identification de
I’ensemble des composantes irréductibles de M, avec le groupe 7y (P,) est rendue possible
par la section de Kostant. UJ

Corollaire 4.16.4. — Si deg(D) > 2g— 2, le morphisme f© : MY — A est un morphisme
plat de dimension relative d. Ses fibres sont géométriquement réduites.

Démonstration. — D’apres 4.14.1, M et A sont lisses sur £. Pour démontrer que f
est plat, il suffit alors de démontrer que la dimension des fibres vérifie I’égalité

dim(M,) = dim(M) — dim(A).

Ceci découle des égalités dim(M,) = dim(P,), dim(M) = dim(P) et pour P lisse sur A
¢f- 4.3.5, on a Iégalité

dim(P?) = dim(A®) + dim(P,).
Comme dans la démonstration de 4.16.1, on sait que la fibre M, est localement une in-

tersection compleéte. Puisqu’elle admet un ouvert dense lisse M8, elle est nécessairement
réduite. O

4.17. Le cas des groupes endoscopiques. — Soit (k, p,) une donnée endoscopique de
G au-dessus de X ¢f 1.8.1. Soit H le groupe endoscopique associé. Comme dans 1.9, on
a un morphisme v : ¢y — ¢. En tordant par D, on obtient un morphisme v : ¢y p — ¢p.
En prenant les points a valeurs dans X, on obtient un morphisme qu’on note encore

v Ay —> A.

On sait d’apres [57, 7.2] que la restriction de ce morphisme a ouvert 4 est un mor-
p ) q P
phisme fini et non ramifié.

4.17.1. — Notons
(D) = (|®| — |Pyl) deg(D)/2.
D’aprés 4.13.1, on sait que
dim(s4) — dim(sy) = 5 (D)

de sorte que Pimage de Ay~ = v (A%) dans A est un sous-schéma fermé de codi-
mension rg (D).
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4.17.2. — Au-dessus de sy, on a la fibration de Hitchin du groupe H

On a également le champ de Picard Py — Ay agissant sur My. Il n’y a pas de relation
directe entre M et My mais P et Py sont reliés de fagon simple. Soit ay € A (k) d'image
a € A% (k). homomorphisme w : v*] — Jy de 2.5.1 induit un homomorphisme J, —
Juay qui est génériquement un isomorphisme. On obtient donc un homomorphisme
surjectif

Jja — ?H,aH
de noyau

’*RELQH == HO(XuJH,aH/Ja)
qui est un groupe affine de dimension

dim(c‘Rg’aH) = dim(P,) — dim(Py 4,)-
D’apres la formule 4.13.3, on également

dim(Ry;,,) = (|| — | u]) deg(D)/2 = r;j (D).

4.17.3. — SoitJL’aH le modele de Néron de Jy 4. On a des homomorphismes

b
Jd _)JHJIH _>JH,11H

. . . . < . b .
qui sont des isomorphismes sur un ouvert non-vide de X. Il s’ensuit que Jy ,, est aussi le
modele de Néron de J,. En combinant avec 4.9.2, on a la suite exacte

1 — Rﬁm — R, —> Ry — 1.
On en déduit la formule de dimension
5(1 - (SH,aH = 7S(D)

oud, =dim(R,) et 8y ., = dim(Ry ,,) sont les invariants delta de a et de ay par rapport
aux groupes G et H respectivement.
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4.18. Le cas des groupes appariés. — Soient G| et Gy deux X-schémas en groupes
appariés au sens de 1.12.5. On a alors un isomorphisme ¢g, = ¢, ¢/ 1.12.6. On en
déduit un isomorphisme ¢g, p = ¢g,,p puis un isomorphisme entre les bases des fibrations
de Hitchin

A:A1:A2.

Il n’y a pas de relation directe entre les fibrations f; : M; — A, et f; : My — Ay de G et
Gy mais une relation entre les champs de Picard associés ) et 5.

Proposition 4.18.1. — Il existe un homomorphisme entre A-champs de Picard
P 1 —> P 2
qui induit une isogénie entre leurs composantes neutres.

Démonstration. — Comme dans la démonstration de 1.12.6, on a un isomorphisme
4y = ty au-dessus de I'isomorphisme ¢, = ¢G,. En vertu de 2.4.7, on en déduit un iso-
morphisme entre les composantes neutres J¢, —N>_]%2 des centralisateurs réguliers de G
et Gy. Puisque Jg, et Jg, sont des schémas en groupes de type fini, en composant I'iso-
morphisme ng —XJ%Z avec la multiplication par un entier N assez divisible, on obtient
un homomorphisme J%] —>J0G2 qui s’étend en un homomorphisme Jg, —>J%2 de noyau
et de conoyau finis. On en déduit un homomorphisme entre #; — 5, qui induit une
1sogénie entre les composantes neutres. U

5. Stratification

Nous allons construire dans ce chapitre deux stratifications de la base de Hitchin
dont I'une est relative au groupe des composantes connexes de la fibre £, et 'autre est
relative a 'invariant 8, qui est en quelques sortes la dimension de la partie affine de P,.

L’existence de ces stratifications résulte du caractére semi-continu de ces deux in-
variants et d’un résultat de constructibilité.

Le résultat de constructibilité est fondé sur I'existence de 'espace de module de
normalisation des courbes camérales en famille. En effet, il n’est pas difficile de voir
que les deux invariants §, et 7y(8,) sont localement constants en présence d’une telle
normalisation en famille.

On va définir ensuite une stratification adaptée a 'invariant 7ry(5,). Il sera com-
mode de passer a un ouvert étale /4 de la base de Hitchin +. Le faisceau o(P) des
groupes de composantes connexes des fibres de & devient constant au-dessus des strates
de A au lieu d’étre seulement localement constant. On va méme se restreindre a un
ouvert A™ de A ot le faisceau 7o (P) est fini.
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On va ensuite étudier la stratification de A™ adaptée a Pinvariant delta A
Ll o&gni avec a € A;m si et seulement si §, = §. Le résultat clé de ce chapitre est I'inégalité
5.7.2 codim(efg;;“i) > 6 sous ’hypothese que deg(D) est grand par rapport a §. En ca-
ractéristique 0, on dispose d’une démonstration de cette inégalité fondée sur le caractere
symplectique de la fibration de Hitchin sans recours a I’hypothése sur deg(D) ¢f [60].
Malheureusement, cette démonstration ne semble pas transposable en caractéristique
positive. Nous contournons cet obstacle par un argument local-global. Goresky, Kottwitz
et MacPherson ont fait des calculs de codimension similaires dans le cadre local ¢f [28].
Le calcul global se rameéne au calcul local pourvu que deg(D) soit grand par rapport a §.

Il n’y pourtant guere de doute que cette hypothese est superflue. Comme on n’est
pas parvenu pour 'instant a s’en débarrasser, nous serons forcés a recourir aux arguments
de comptage plus compliqués au chapitre 8.

3.1. Normalisations en famille des courbes spectrales. — Ce paragraphe ne servira que
de modele pour la suite du chapitre. II fait aussi le pont avec la théorie classique des
déformations des courbes planes. Le lecteur pourra consulter 'article de Laumon [51]
pour plus d’informations.

Dans le cas G = GL(r), on peut associer a tout point a € A% (k) une courbe réduite
Y, tracée sur 'espace total du fibré en droites D ¢f 4.4. Le groupe de symétries P, est
alors le champ de Picard Pic(Y,) des Oy,-modules inversibles. La structure de Pic(Y,)
peut étre analysée a I'aide de la normalisation de Y,. Soit § : Y — Y, la normalisation de
Y,. Le foncteur £+ £*L qui associe a tout Oy,-module inversible son image inverse par
& définit un homomorphisme Pic(Y,) — Pic(Y"). La suite exacte longue de cohomologie
assoclée a la suite exacte courte de faisceaux sur Y,

1 —> (9;@ — S*(D;Z — &, sz/(9§” — 1

nous fournit les renseignements suivants. Le noyau de §* qui consiste en la catégorie des
Oy,-modules inversibles £ munis d’une trivialisation de £*L, est un groupe algébrique
dont I’ensemble des points est H'(Y,, &, (9;, /0Oy ). De plus, le foncteur £* est essentielle-
ment surjectif. '

On peut attacher a cette situation deux invariants :

— P’ensemble g (YZ) des composantes connexes de YZ ;
— Pentier §, = dimH°(Y,, &, (DY[»[ /Oy,) appelé I'invariant § de Serre.

En prenant le degré sur les composantes de Y?, on obtient un homomorphisme
: 70(Y2)
o (Pic(Y,)) — Z™¢

qui est un isomorphisme. Quant a I'invariant 4, il mesure la dimension du groupe affine

ker(£%).
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Teissier a introduit dans [77] espace de module des normalisations en famille
d’une famille de courbes planes. Rappelons d’abord la définition d’une normalisation en
famille.

Défimtion 5.1.1. — Sout y : Y — S un morphisme projectsf, plat et de fibres réduites de dimen-
sion un. Une normalisation en_famille de Y est un morphisme propre birationnel & : Y* — Y qui est
un 1somorphisme au-dessus d’un ouvert U de'Y, dense dans chaque fibre de' Y au-dessus de S tel que le
composé y o & est un morphisme propre et lisse.

Dans une normalisation en famille les invariants é et 715(#) demeurent localement
constants.

Proposition 3.1.2. — Avec les notations comme dans la définition ci-dessus :

(1) Limage directe y,(§.Ovy» / Oy) est un Os-module localement libre de type fini.
(2) 1l existe un_faisceau 7wo(Y’ /S) localement constant pour la topologie étale de S dont la fibre
en chaque point géométrique s € S est Uensemble des composantes connexes de Y.

Démonstration. — Soit s un point géométrique de S. La restriction de §,0y» /Oy
est supportée par Y, — U, qui est un schéma de dimension zéro. Il s’ensuit que

H'(Y,, £.0y:/Oy) = 0 et
dim H'(Y,, £,0y. /Oy)

est la différence entre le genre arithmétique de Y, et celui de Y. C’est donc une fonction
localement constante en s. Il reste a appliquer le théoreme de changement de base pour
les faisceaux cohérents [56, cor. 2, p. 50].

Considérons la factorisation de Stein Y* — S’ — S ou S’ — S est un morphisme
fini et Y> — S’ est un morphisme projectif ayant des fibres géométriques connexes. 1 hy-
pothése de lissité de Y» — S implique que le morphisme S" — S est fini et étale. Le
faisceau 75 (Y®/S) désiré est celui représentable par S'. U

Nous allons nous restreindre aux cas des courbes spectrales. Soit B 'espace de
module des normalisations en famille des courbes spectrales Y. Il associe a tout k-schéma
S le groupoide B(S) des triplets (a, Y2, &) ot a € AY(S) est un S-point de A4, ot Y? est
une S-courbe projective lisse et ou & : Y2 — Y, est une normalisation en famille de la
courbe spectrale Y, associée a a. Le foncteur B est représentable par un £-schéma de
type fini.

Le morphisme d’oubli 8 — 4% induit une bijection au niveau des k-points. En
effet, pour tout @ € A% (k), la normalisation Y? de Y, est uniquement déterminée. Toute-
fois, B a plus de composantes connexes que . En effet, les deux invariants no(\?a) et d,
sont localement constants d’apres la proposition précédente. Le fait que 'invariant § est
semi-continu supérieurement induit une stratification adaptée a cet invariant.
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Comme les courbes spectrales sont tracées sur une surface, ses singularités sont
planes. L’analogue de I’égalité de type 5.7.2 remonte en fait a ’étude des familles de
courbes planes Severi. Les variantes modernes et rigoureuses peuvent étre trouvées dans

Teissier ¢f. [77], Diaz, Harris ¢f [22], Fantechi, Gottsche, Van Straten ¢f. [25].

3.2. Normalisation en_famille des courbes camérales. — Bien que dans le cas des groupes
classiques, on dispose encore des courbes spectrales [34], [59], il est plus uniforme d’uti-
liser ’'espace de module des normalisations des courbes camérales munies de I’action de
W.

Soit S un £-schéma. Un S-point a de 4% définit un morphisme a: X x S — ¢p.
En prenant I'image réciproque du revétement 7 : tp — ¢p, on obtient un revétement fini
plat X, de X x S qui dans chaque fibre est génériquement un torseur sous W.

Considérons le foncteur 8B qui associe a tout k-schéma S le groupoide des triplets
(a, XZ, E)ou:

— a € A”(S) est un S-point de A°.
— X est une S-courbe propre et lisse munie d’une action de W.
— & : X" — X, est une normalisation en famille W-équivariante ¢f 5.1.1.

Soit b = (a, Xz, &) € B(S) un point de B a valeur dans un schéma connexe S. Soit
prg : X X S — Sla projection sur S. D’apres 5.1.1, 'image directe (prg).(§.0x:/Oy) est
un Os-module localement libre. Il en est de méme de

((prs)*(é?*@xg/(sz) ®0X t)\\’

sous I’hypothese que I'ordre de W est premier a la caractéristique de £. Puisque S est
connexe, ce Os-module localement libre a un rang qu’on notera § ().

Pour tout a € er(/_f), la courbe camérale X, admet une unique normalisation }ZZ
qui est alors une courbe lisse sur £. Il en résulte que le morphisme d’oubli 8 — A% induit
une bijection au niveau des points a valeur dans un corps algébriquement clos.

Proposition 3.2.1. — Le foncteur B défini ci-dessus est représentable par un k-schéma de type
Sfin.

Démonstration. — Considérons le foncteur B’ qui associe a tout schéma S I’ensemble
des couples (XZ, y)ou:

- )NCZ est une courbe propre et lisse au-dessus de S muni d’une action de W munie
d’un morphisme 7’ : 5(2 — X X S qui est fini, plat et méme un torseur sous W
au-dessus d’un ouvert U de X X S qui se surjecte sur S.

- y: Xi — tp X S est un S-morphisme W-équivariant tel que I'image inverse de
I'ouvert régulier semi-simple de t est dense dans chaque fibre.
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Soit H le foncteur qui associe a tout schéma S I’ensemble des classes d’isomor-
phisme de courbes projectives lisses 5(2 sur S muni d’une action de W et d’'un morphisme
7l 5(2 — X X S comme ci-dessus. Ce foncteur est représentable par un £-schéma quasi-
projectif de la méme maniére que le schéma de Hurwitz. Le morphisme 4 : B’ — H est
également représentable par un ouvert d’un fibré vectoriel au-dessus de H si bien que B’
est représentable par un £-schéma quasi-projectif.

Par ailleurs, on a un morphisme 8 — B’. Il associe au point b = (a, Xz, &) e B(W)
le point 4 = (5(2, y) ou y est le composé de & : 5(2 — X, et de I'immersion fermée
5(,1 — tp X S. Pour démontrer la représentabilité de B, il suffit de vérifier I’assertion
suivante. U

Lemme 5.2.2. — Le morphisme B — B’ est un isomorphisme.

Démonstration. — Pour démontrer que le morphisme 8 — B’ est un isomorphisme,
on va en construire un inverse. Soit b = (5(2, y) € B'(S). Considérons la partie W-
mvariante dans 'image directe (JT:)*(QX;. C’est un faisceau en Oxys-algebres finies qui
fibre par fibre au-dessus de S est isomorphe génériquement a Ox. Puisque X est normal,
cecl implique que

(). O0x)" = Oxus.

En utilisant Iégalité A[t]W = k[c] ¢f 1.1.1, ~le morphisme W-équivariant y : 5(2 — tp
induit un morphisme a: X X S = ¢p. Soit X, la courbe camérale associée a a. Le mor-
phisme y se factorise alors par un morphisme

£:X > X,

qui est fibre par fibre au-dessus de S une normalisation de X,. On a donc construit
un point b = (a, X2, &) € B(S). Le morphisme B’ — B ainsi construit est I'inverse du
morphisme 8 — B’ dans I’énoncé du lemme. O

5.3. Stratification de Powvert étale 4. — Dans la suite de P'article, nous ne travaillerons
pas directement sur la base de Hitchin # mais sur un ouvert étale de celle-ci. Ce choix
altére notre prétention de géométriser la stabilisation de la formule des traces 1.13 mais
nous débarrasse de quelques difficultés accessoires.

5.3.1. — Soit 0o € X(k). Considérons Pouvert étale # de A ®; k dont les points
sont des couples (a, 50) avec a € 4 tel que le revétement caméral X, — X est étale au-
dessus de 00 et oit S0 est un point de X, au-dessus de 0o. Notons que si 0o € X(k), #4 a
une k-structure évidente.

La construction ci-dessus peut étre reformulée en termes diagrammatiques comme
suit. Le choix du point 0o € X (k) définit un morphisme A Quk — (.00 OU € oo st la fibre
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de ¢p au-dessus de 0o qui associe a a € #A le point a(c0). Notons A I'image réciproque
q P g proq
de 'ouvert régulier semi-simple ¢fJ . de ¢p o. On a en fait un diagramme cartésien

A — oo

L

A — Do

qui fait de s un Wo-torseur sur A> ot W, est la fibre du X-schéma en groupes fini
étale W au-dessus de 00.

Lemme 5.3.2. — Supposons que deg(D) > 2g. Alors A est lisse et glométriquement irréduc-
tible.

Démonstration. — Sous I’hypothése deg(D) > 2g, application linéaire 4 — ¢p
dans le diagramme ci-dessus, est surjective ¢f 4.7.2. On en déduit que la fleche du haut
du diagramme est un morphisme lisse de fibres connexes. Puisque tp « est un vectoriel,
A est lisse et géométriquement irréductible. 0J

Nous allons maintenant former le diagramme cartésien :
B=8 X 4 A

ou B est espace de module des normalisations en famille des courbes camérales ¢f.
5.2.1. CGe morphisme définit une bijection au niveau des points géométriques. I’image
d’'une composante connexe de B ®; k dans A ®, k est une partie constructible. Une
partie constructible est par définition une réunion finie de parties localement fermées ir-
réductibles. Soit A’ I'une de ces parties localement fermées irréductibles et B’ son image
réciproque. Le morphisme 8’ — A’ induit une bijection au niveau des points géomé-
triques, en particulier, il est quasi-fini. En appliquant le théoréeme principal de Zariski, on
voit qu’il existe un ouvert dense A” de A’ au-dessus duquel le morphisme B’ — A’ est
fini radiciel. En subdivisant davantage et en procédant par récurrence noethérienne, on
obtient une stratification en parties localement fermées irréductibles

(5.3.3) A@ck=| | A,

Yew

telle que si J;’w désigne I'image inverse de .fiw dans 8, le morphisme c‘l';’w — fiv, est un
morphisme fini radiciel.

Quitte a subdiviser encore plus, on peut supposer que I'adhérence d’une strate
A, est une réunion d’autres strates. Ceci permet de définir une relation d’ordre partiel
sur Pensemble W des strates. Puisque + est géométriquement irréductible, 'ensemble W
admet un élément maximal qu’on notera V.
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5.4. Invariants monodromiques. — On va maintenant construire un invariant mono-
dromique associé a chaque strate de la stratification 5.3.3.

Rappelons que la forme G de G est donnée par un homomorphisme p¢, :
(X, 00) = Out(G). Notons ® I'image du groupe fondamental géométrique (X, 00)
dans Out(G) qui en est un sous-groupe d’ordre fini.

5.4.1. — Soit & = (a, %) € A (k). Soit U ouvert maximal de X au-dessus duquel
le revétement caméral X, — X est étale. Il contient en particulier co. D’apres 1.3.6, on
a un diagramme cartésien :

e

7,(U, 00) —= W x Out(G)

|

(X, x)

- Out(G)

PG

Notons W; I'image de 77 dans W x Out(G) et I; est 'image du noyau de ’homomor-
phisme (U, 00) — (X, 00). Par construction, W; est contenu dans le sous-groupe
fini W X © et I;; est un sous-groupe normal de W; qui est contenu dans W; N'W.

5.4.2. — Reprenons la définition ci-dessus dans le langage des revétements. Soit
X, — Xle revétement fini étale galoisien connexe de groupe de Galois ® qui correspond
a ’homomorphisme surjectif

pé:m(}_{, o0) — 0.

Par construction, il dispose d’un point 00, au-dessus de 0o. Formons le produit cartésien

X,.=X, xx X,

de la courbe camérale 5(,1 avec le revétement fini étale X, — X. La courbe XM est alors
munie d’'une action de W x 0. Il en est de méme de sa normalisation X; . Soit Cj la

composante connexe de 5(;’{1 qui contient 60, = (50, 00,). Le groupe Wj est le sous-
groupe de W x ® constitué des éléments qui laissent stable cette composante. Le groupe
I; est alors le sous-groupe engendré par les éléments de W; qui admettent au moins un
point fixe dans C;. Puisque la projection de C; sur X, ou le groupe ®,, agit librement, I;
est contenu dans le noyau de la projection W; — . Il s’ensuit aussi que I; C W; N W.

Proposition 5.4.3. — Lapplication a — (1;, W;) est constante sur chaque strate A p de la
stratification 5.3.3.
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Démonstration. — Par construction de la stratification 5.3.3, le morphisme JBW —
A, est un morphisme fini radiciel. Au-dessus du schéma connexe 8y, la normalisation
de la courbe camérale XZ — X, se met en famille ainsi que toute la construction qui
précede I’énoncé de cette proposition. On a donc une courbe relative propre et lisse

Xoy — By

munie d’une action de W X © et d’une section 60,. Comme dans le lemme 5.1.2, il
existe un faisceau localement constant 7 (Xp,w /8By ) pour la topologie étale de 8By qui
interpole les ensembles des composantes irréductibles des fibres de X, ,, /8, Le groupe
W X © agit sur ce faisceau et induit une action transitive sur ses fibres. La donnée d’une
section qui se déduit de oo, implique que ce faisceau est constant. La proposition en
résulte. 0J

5.4.4. — Il résulte de la proposition précédente une application

U= Ly, Wy)

définie sur 'ensemble W des strates de la stratification 5.3.3 qui est compatible avec I’ap-
plication a — (I, W;) définie au niveau des points géométriques.

Lemme 5.4.5. — Considérons Uensemble des couples (1;, W) constitués d’un sous-groupe
W, de W X O, et dun sous-groupe normal 1, de W, et Uordre partiel sur celui-cv défini par
(I, Wy) < (o, Wy) su et seulement st Wy C Wy et 1) C Ly, Lapplication  +— (L,, Wy,) est
alors une application croissante.

Démonstration. — Soit S = Spec(R) un trait formel de point générique n =
Spec(k(n)) et de point ferr~né s = Spec(k(s)) géométrique. Soit @ : S — 4 un morphisme
avec a(n) € Ay et a(s) € Ay . On doit démontrer

(I]///, WI///) E (Iv/, W‘//)'

Considérons le revétement Xp o de X xS qui est défini comme I'image réciproque
par a du revétement X, X tp — ¢p. Considérons la normalisation Xb . de X, ,. Quitte
a faire un changement radiciel du trait, on peut supposer que la fibre genérique (X/bo’a),7
est une courbe lisse sur £(n) de sorte qu’on peut calculer (I, W) a partir de cette fibre
générique. En revanche, la fibre spéciale (X;_ﬂ)s n’est pas normale en général et il faut

. . b b
prendre sa normalisation (X, ,); pour Calc~uler Iy, Wy).

Le point a définit une section de (X"j)’a),]. Notons C; la composante connexe de

(Xz’a),, contenant cette section. Le groupe Wy, est alors le sous-groupe de W x © formé

des éléments qui laissent stable cette composante. Soit Cj,, la composante connexe de
(X';’a)'; contenant le point définit par a(s). Le groupe Wy, est le sous-groupe de W x ©
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formé des éléments qui laissent stable Cy,). Comme Cj,) est une composante connexe
de la normalisation de la fibre spéciale de C;, on a I'inclusion Wy, C W,,. Un élément de
W, ayant un point fixe dans Cy,) a nécessairement un point fixe dans C; d’ou la seconde
inclusion I,y C I,,. 0

5.4.6. — Pour tout couple (I, W_) formé d’un sous-groupe W_ de W x ©
et d’un sous-groupe normal I de W_ contenu dans W, il résulte de ce lemme que la
réunion des strates #,, telles que W, C W_ et I, C I_ est un sous-schéma fermé de .
Il en résulte aussi que la réunion des strates a‘iw telles que Wy, = W_ et I, =1_ est un
ouvert du fermé ci-dessus mentionné. Nous noterons A(I_,W_) ce sous-schéma localement
fermé de A. On a alors la stratification

0‘%: |_| A(I,,W,)-
)

-, W_

Rappelons que si oo € X(£), A est défini sur & mais la stratification ci-dessus n’est pas
nécessairement définie sur £.

5.4.7. — 1l résulte aussi du lemme 5.4.5 que la réunion des strates efiw avec
¥ € W tel que €Y% =0 est un ouvert de /4. D’aprés 4.10.3, un point @ = (a, 30) € (k)
est dans cet ouvert si et seulement si a appartient a I'ensemble 4 (k) défini dans 4.10.5.
La stratification de + induit sur 4 une stratification

A‘)ani: I_l 'A’I/f

I[IE‘IJ"mi

ol W™ est un sous-ensemble de W. Si oo € X(k), A™ est défini sur &£ mais la stratification
ci-dessus n’est pas nécessairement définie sur £.

Lemme 5.4.8. — Supposons que deg(D) > 2g. Soit i Lélément maximal de V. On a alors
Iy Wy) = (W, W x O).

Démonstration. — Par construction, Wy, C W x © et I, C W. Il suffit donc de dé-
montrer que cette borne est atteinte. On va démontrer qu’elle ’est en un point a = (a, 00)
avec a dans 'ouvert 4. On a vu que celui-ci est non vide sous ’hypothése deg(D) > 2g
of 4.7.1.

D’aprés ¢f 4.7.5, on sait déja que W; = W x O si a € A°. Le sous-groupe I; est
alors un sous-groupe normal de W. La courbe XM coupe transversalement tous les murs
de %, dans X, x t associés aux racines « de g, le groupe I; est un sous-groupe normal de
W contenant toutes les réflexions s, associées aux murs /4, . Il s’ensuit que I, = W. ]
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3.5. Description de wy(FP). — Dans ce paragraphe, on va décrire le faisceau 7y ()
le long des strates e;Liu(l_,\wv_) de la stratification 5.4.6. Rappelons la définition de ce faisceau.
Le champ de Picard & — A% étant lisse 4.3.5, il existe un unique faisceau () pour
la topologie étale de A tel que la fibre de 7y (&) en un point a € A (k) est le groupe
o(P,) des composantes connexes de P,. Ceci est une conséquence d’un théoreme de
Grothendieck ¢f [30, 15.6.4], voir aussi [57, 6.2].

On va aussi considérer le probléme intermédiaire de déterminer le faisceau 7o (P”)
des composantes connexes du champ de Picard #’ dont la fibre en chaque point a €
A® (k) classifie des JY torseurs sur X. L’homomorphisme surjectif P’ — P induit un
hor~n0morphisme surjectif 7wy (P’) — 7o (P). Notons P et P’ les restrictions de P et P’
a .

D’apres 4.10.3, pour tout point a € J‘I)(/_f), la fibre de 7y (7)) admet la description

mo(P)) = (TVi)*

ou I'exposant (_)* désigne la dualité entre les groupes abéliens de type fini et les groupes
diagonalisables de type fini sur Q,. De méme, 7¢(#,) s’identifie au quotient de 7o (P))

dual au sous-groupe T(Ia, W;) défini dans 4.10.3. I’énoncé suivant permet de détermi-
ner complétement les faisceaux o (P’) et wy(P).

Proposition 3.5.1. — Les fleches surjectives de la proposition 4.10.3
X, — 7T0(e(Pa/) = (X)w;

définies pour tout a = (a, 00) € A k) s’ interpolent en un homomonrphisme surjectif canonique du faisceau
constant X, dans 7wy (P’).

Démonstration. — Soit a = (a, 30) € A). Le point géométrique 00, = (50, 00,) de
X,.« permet d’identifier la fibre de J, en 00 avec le tore fixe T ¢f 2.4.7. D’apres [57, 6.8],

cette identification définit un homomorphisme du faisceau constant X, dans #’ et donc
un homomorphisme

X, x A — 7 (P)).
Fibre par fibre c’est ’homomorphisme surjectif de 4.10.3. U

3.5.2. — ATaide de ce lemme, on obtient une description explicite des restric-
tions de my(P’) et de my(P) a . Pour tout ouvert étale U de A, la stratification 5.4.6
induit sur U une stratification

U: |_| U(I,,\\L)-

(I-,W_)
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Pour tout couple (I}, W) formé d’un sous-groupe W, de W X ® et d’un sous-groupe
normal I} de W;, U sera dit un petit ouvert de type (I;, W;) si Ug, w,) est 'unique
strate fermée non vide dans la stratification ci-dessus. Il est clair que les petits ouverts
de différents types forment une base de la topologie étale de A dans le sens que tout
ouvert peut étre recouvert par une famille de petits ouverts. Pour définir un faisceau pour
la topologie étale de 4, il suffit donce de spécifier ses sections sur les petits ouverts et les
fleches de transition.

Considérons les faisceaux I1" et IT qui sont des quotients du faisceau constant X,
définis comme suit. Pour un petit ouvert U, de type (I;, W), on pose

LU, ) = (TY)" = (X,
(U, ) = T, W)*.

Soit Uy un petit ouvert étale de U, de type (I, Wy). Puisque U, w,) est 'unique strate
fermée non vide de U, on a I'inégalité

(I, W) < (I, Wy).

On a alors une inclusion évidente des sous-groupes des invariants de T sous W, et W,
-i-wg C 'i‘wl

d’ou la fleche de transition
(U, ') — ['(U,, IT).

La définition des fleches de transition du faisceau IT résulte du lemme suivant.

Lemme 5.5.3. — S5t (I}, W) < (Iy, W), on a Uinclusion

T(I,, Wo) € T, W)).

Démonstration. — Solent k un élément de 'i', GK son centralisateur dans G et H la
composante neutre de celui-ci. Soient (W x ®), le centralisateur de k¥ dans W X © et
Wi le groupe de Weyl de H. Sik e 'i‘(IQ, W) alors Iy C Wy et Wy C (W X ®),. On en
déduit que I, C Wy et W; C (W X ©),.. O

I’énoncé suivant est une conséquence immédiate de 5.5.1 et 4.10.3.
Corollaire 5.5.4. — L’homomorphisme surjectif 5.5.1 induit par passage au quotient des iso-

morphismes wo(P")| ; =TT’ e 7To(e7)~)|,,&, =TII.
Au-dessus de Louvert A™ de A cf 5.4.7, ce sont des faisceaux en groupes abéliens finis.
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3.6. Stratification a & constant. — Pour tout a € Ao(l_f), ona défini dans 4.9 un entier
8(a). Ceci induit une fonction a > §(a) pour a = (a, 50) € A(k).

Lemme 5.6.1. — La fonction a +— §(a) est constante sur chaque strate :%IW pour tout € W.

Démonstration. — Apres le changement de base fini radiciel, 8, — A, la res-
triction de la courbe camérale 2 B, admet une normalisation en famille. Notons
my : Xy — By la restriction de la courbe camérale a By, et & : 5(?/, — X, la norma-
lisation en famille. D’apres 5.1.2 le faisceau

7y« (:0g, /0%,)

est un O g, -module localement constant de type fini. Ce module est muni d’une action
de W. Puisque 'ordre de W est premier a la caractéristique

((ggéw ® ¢ W
est également localement constant. On conclut par la formule 4.9.4. UJ

5.6.2. — On en déduit une application
5:¥—N

dans N tel que pour tout a = (a, 50) € .fl‘/,(/_f), on a é, = §(y¥). Cette fonction est décrois-
sante c’est-a-dire si ¥ > ¥, on a §(¢) < §(¢¥'). Il s’agit d’un cas particulier de I’énoncé
bien connu sur les schémas en groupes lisses commutatifs. On ne peut pas I'appliquer
directement a § qui n’est pas un schéma en groupes mais un champ de Picard. Néan-
moins, il s’applique si on considere le champ des J,-torseurs munis d’une trivialisation au
point 0o. La propriété de décroissance de ¢ — §(y) s’en déduit.

Lemme 3.6.3. — Soit P — S un schéma en groupes lisse commutatif de type fini. La_fonction
§ > T, qui assocte a un point géométrique s la dimension de la partie abélienne de P est une_fonction
semi-continue mnférieurement. Inversement, la_fonction s = 8, qui associe a un point géométrique s la
dimension de la partie affine de Py est une fonction semi-continue supérieurement.

Démonstration. — On peut supposer que P n’a que des fibres connexes. On peut aussi
supposer que S est strictement hensélien. Choisissons un nombre premier £ premier a la
caractéristique résiduelle de S. Le noyau P[£] de la multiplication par £ est représentable
par un sous-schéma en groupes étale et quasi fini. Pour tout point géométrique s de S, la
longueur de P[£] est donnée par la formule

1g(P,[£]) = .l + 7.¢*
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ou i, est la dimension de la partie multiplicative de P, 7, est la dimension de sa partie
abélienne. Si sy désigne le point fermé géométrique de S et s; le point générique géomé-
trique, on a I'inégalité

Ig(P,[£]) <1g(P, [£])

puisque P[£] étant étale au-dessus de la base hensélienne S, tout point dans la fibre spé-
ciale s’étend en une S-section. 'inégalité

2 2
Mol + 78" < ug €+ 7L
étant vraie pour tout nombre premier £ premier a la caractéristique résiduelle de S, on a

Ty = Ty,-

L’autre inégalité s’en déduit car §; + 7, = dim(P,) ne dépend pas du point s. ]

Lemme 3.6.4. — Supposons que deg(D) > 2g. Alors () = 0 ot Y est ['élément maxi-
mal de V.

Démonstration. — C’est immédiat a partir de 4.9.4. U

5.6.5. — Il résulte de 5.6.2 que pour tout entier § € N, la réunion des strates a‘i,!,
avec ¥ € W tel que §() > § est un fermé de . Il s’ensuit que

0‘13: |_| d‘il/,
S(y)=34

est un ouvert dans le sous-schéma fermé ci-dessus mentionné. CG’est donc un sous-schéma
localement fermé de +4. On obtient ainsi une stratification

r)& = Llo‘i(g
seN

appelée la stratification a § constant.

5.6.6. — On en déduit une stratification sur ouvert A
Lani __ 1 ani
A= A
3eN

Notons que pour tout a = (a, 30) € a‘igni(/_f), d’apres 4.9.3, la dimension de la partie affine
de {Pao vaut §.
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5.7. Stratification par les valuations radicielles. — Soit ¥ un point géométrique de X et
notons Oy la complétion de X en ¥ et Fy son corps des fractions. En choisissant un unifor-
misant &5, on peut identifier O; avec Panneau k[[£;]]. Nous choisissons une trivialisation
de la restriction pg a @; qui déploie G et qui fournit en particulier un isomorphisme
W=W.

Nous allons passer briévement en revue I'analyse [28] de la stratification de ¢ (9;)
par les valuations radicielles, due a Goresky, Kottwitz et MacPherson. Leurs strates de
valuations radicielles sont plus fines que nos strates définies par les normalisations en
familles et a fortiori plus fines que les strates a § constant.

Soient a € ¢?(Q3) et J, = a*J le schéma en groupes lisse sur O3 qui s’en déduit.
La fibre générique de J, est un tore dont la monodromie peut étre décrite a 'aide du
revétement caméral ¢f 2.4.7. Soit Fsep la cloture séparable de F;. Soit x € t(Fgep) un Fgep
point de t d’image a € ¢(F). Le choix de ce point définit un homomorphisme

7l > W

ot I; = Gal(F;"/F3). Puisque la caractéristique de £ ne divise par I’ordre de W, * se fac-
torise par le quotient modéré I3™¢ de I;. Pour adhérer aux notations de [28], choisissons
un générateur topologique de I et notons w, I'image de ce générateur par ;.

Pour toute racine @ € @, on a un entier

r(er) := valz(a(x))

ot valy est Punique prolongement de la valuation val;(g;) = 1 sur Fy a ;.
ainsi une fonction 7: ® — Q.

Le couple (w,, r) dépend du choix de x mais 'orbite sous W de ce couple n’en
dépend pas. Nous allons noter [w,, 7] 'orbite sous W du couple (w,, 7).

On aT’égalité évidente

> (er) = deg;(a"Dc) = ds (a).

aed

On obtient

L’invariant
¢;(a) = dim(t) — dim(t*)

est la chute du rang torique du modé¢le de Néron de J,. D’apres la formule de Bezrukav-
nikov, on a

dy(a) — cz(a)

d5(a) = 9

Soit co((%)[w,,] le sous-ensemble des a € ¢¥(©;) avec l'invariant [w, r] donné.
D’apres [28], cet ensemble est admissible c’est-a-dire il existe un entier N et un sous-
schéma localement fermé 7 de ¢(O; /83](9,;) vu comme k-schéma tel que ¢(O3)pw.n
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soit image réciproque de Z(k) par I'application ¢(O5) — ¢(O5/eN@;). On dira que
¢”(O3) ., est admissible d’échelon N.

Ils définissent alors la codimension de la strate ¢ (O3)pw.,) comme la codimension de
7. dans ¢(O;/ 815\1 O;) vue comme k-schémas. Cette codimension ne dépend visiblement
pas de I’échelon N choisi pourvu que celui-ci soit assez grand. Notons codim[w, 7] cette
codimension. D’apres [28, 8.2.2] on a la formule explicite

dy(a) + c5(a)
2

ou 'entier d(w, r) est la codimension de t,(@), dans t,,(©) dans les notations de loc. cit.
Nous nous contenterons d’une estimation plus grossiére.

codim[w, r] =d(w, r) +

Proposition 3.7.1. — 818, > 0, on a Uinégalité
codim[w, r] > §,+ 1.

Démonstration. — 11 est clair que
codim[w, r] = &;(a) + ¢;(a) + d(w, 1)

ou 65(a) = (dy(a) — ¢5(a))/2. S1 w n’est pas I'élément trivial de W, on a ¢z(a) > 1. Si
w = 1, par définition de [28, 8.2.2], d(w, 7) est la codimension de t(0;), dans t(9;) ou
t(0;), est la partie admissible de t(O;) constituée des éléments ayant la valuation radi-
cielle 7. S1 6;(a) > 0, alors » # 0 de sorte que cette partie est de codimension strictement
positive. Donc d(w, r) > 1. Dans les deux cas, on obtient donc I'inégalité qu’on voulait. [

Proposition 3.7.2. — Pour un groupe G fixé, pour tout § € N, 1l existe un entier N dépendant

de G et de § tel que st deg(D) > N, la strate a § constant A est de codimension plus grande ou égale
aé.

Démonstration. — Pour toute partition §, de § en une somme d’entiers naturels
8§ =8, + -+ +8,, considérons le sous-schéma Z;, de A% x X/ qui consiste en les uplets
(@ x1, ..., %) avec a € AY(K) et x1, ..., x, € X(k) tels que I'invariant § local §,,(a) vaut
5;. On peut stratifier Z;, en réunion des strates Zpy, ,,; des (a; xl, ..., %,) tels que 'image

de @ dans ¢®(0,) soit dans la strate de valuation radicielle ¢ (@x,)[wl »]- Supposons que
cette strate est admissible d’échelon N;. Si deg(D) est grand par rapport a 8, 'application
linéaire
n
A —> []e(0,/e¥0,)
i=1
est surjective. Il s’ensuit que Zy,, ,,; est de codimension au moins égale a

n

> @+ 1)

=1
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dans A x X". Il s’ensuit que son image dans # est de codimension au moins égale a
§=7Y_"_, 8. La proposition s’en déduit. O

On pense que cette inégalité est valide sans ’hypothése que deg(D) soit tres grand
par rapport a §. Un calcul de 'action infinitésimale de £, sur M, montre que c’est vrai
en caractéristique zéro, voir ¢f- [60, p. 4].

6. Cohomologie au-dessus de I’ouvert anisotrope

Dans ce chapitre, nous allons énoncer les théorémes de stabilisation géomé-
trique 6.4.1 et 6.4.2. 1l s’agit d’'une description endoscopique d’une composante isoty-
pique des faisceaux pervers de cohomologie de I'image directe

pHn G:min)

par rapport a Paction de 7y (£™). Bien que I'énoncé 6.4.2 implique le lemme fonda-
mental de Langlands et Shelstad 1.11.1, la démonstration de 1.11.1 forme une étape de
celle de 6.4.2.

6.1. L'ouvert anisotrope. — En faisant varier le point 0o, il résulte de 5.4.7 et de 5.5.4
qu’il existe un ouvert A de 4 dont les points sont a € A™
des composantes connexes 7y(5,) est fini. Il résulte de 4.11.2 que pour tout « € AM(L)
et (E,¢) € Ma(/_c), Aut(E, ¢) est un groupe fini réduit sous ’hypothése que 'ordre de
W X © est premier a la caractéristique.

si et seulement si le groupe

6.1.1. — Dans [24, I1.4], Faltings a démontré le théoréme de réduction semi-
stable pour les fibrés de Higgs qui dit qu’un fibré de Higgs semi-stable sur X a coefhi-
cients dans le corps des fractions d’'un anneau de valuation discrete peut s’étendre en un
fibré de Higgs sur I’anneau apres une extension finie séparable et de plus, si le fibré de
Higgs dans la fibre spéciale est stable, cette extension est unique. Nous renvoyons a [24]
pour la définition des fibrés de Higgs semi-stables et stables. Disons seulement que c’est
exactement la méme définition que pour les G-torseurs sauf qu’on ne considere que les
réductions paraboliques de E compatibles avec le champ de Higgs ¢. Ceci suffit pour
démontrer le lemme suivant.

Lemme 6.1.2. — Soient a € A™ (k) et (E, @) € M*™ (k). Alors (E, @) est stable.

Démonstration. — Puisque a € A™ (k), E n’a pas de réduction parabolique compa-
tible a ¢. 0J

On peut maintenant appliquer les résultats de Faltings dans [24] pour avoir
I’énoncé suivant.
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Proposition 6.1.3. — La restriction P™ du champ de Picard P a A™ est un champ de
Deligne-Mumford séparé lisse de type fini au-dessus de A™. Louvert M™ := M X 4 A™ de M est
un champ de Deligne-Mumford séparé lisse de type fini au-dessus de k.

De plus, 1l existe un espace de module grossier M*™ tel que le morphisme f™ : M*™ — A™ se
factorise en un homéomorphisme M™ — M™ suzvi d’un morphisme projectif M*™™ — A,

Démonstration. — On sait déja que &£ est un champ de Picard lisse au-dessus de 4
¢f 4.3.5 et M est lisse sur £ ¢f 4.14.1.

D’aprés [24, [1.4] et 6.1.2, M™ est séparé. Autrement dit le morphisme diagonal
de M™ est universellement fermé. On sait qu’il est quasi-fini et de fibres réduites. On
en déduit qu’il est fini et non ramifié. Par conséquent M*™™ est un champ de Deligne-
Mumford séparé. Il en est de méme de P car P s’identifie a un ouvert de M™.

Il reste a démontrer que &

est de type fini et M est propre sur A, Disposant
du critere valuatif de propreté ¢f. [24, I1.4], il suffit de démontrer qu’il est de type fini sur
A% On sait que M est localement de type fini. Pour tout a € A (k), on peut choisir une
famille d’ouverts de type fini de M* qui recouvrent la fibre M, D’apreés la formule de
produit 4.15.1, la fibre M, est noethérienne si bien qu’il existe une famille finie d’ouverts
de type fini de M™ qui recouvre M,. Puisque f : M*™ — A est plat, Pimage de ceux-ci
sont des ouverts de 4™ contenant a. Si on note V, leur intersection, Pouvert f~'(V,) de
M™ peut étre recouvert par une famille finie d’ouverts de type fini. Il reste a remarquer
que 4™ est aussi noethérien de sorte qu’il existe un nombre fini de points a tels que les
ouverts V, comme ci-dessus recouvrent 4™, La proposition s’en déduit.

L’assertion sur 'espace de module grossier se déduit maintenant de [24, ILI.5]

et [61]. O

6.2. La Kk-décomposition sur A Rappelons les notations M™ = M X , A,
P =P x4 A et [ M P DY apres 6.1.3, ce morphisme est propre et sa
source est un champ de Deligne-Mumford lisse. D’aprés le théoréme de pureté de De-
ligne [18], f; ‘i), est un complexe pur. D’aprés [7, 5.4.5], au-dessus de Al est iso-
morphe a la somme directe de ses faisceaux pervers de cohomologie

ﬁanin ~ @ pHﬂg};anin)[_n]
ou /’H”(jff“i()j) est un faisceau pervers pur de poids 7.

6.2.1. — Puisque P agit sur M* au-dessus de A™, P agit sur image
directe ]fmej. D’apreés le lemme d’homotopie ¢f [54, 3.2.3], 'action de P sur les fais-
ceaux pervers de cohomologie “H" (£2"'Qy) se factorise par le faisceau en groupes abéliens
finis 77, (£*). D’apres 5.5.1, on a un homomorphisme surjectif

X, x A™ — 7(P™)
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qui identifie po( Py A un quotient fini explicite du faisceau constant X,. En particulier,
pour tout k € T on peut définir un facteur direct "H" (f amQj)K sur lequel X, agit a travers
le caractere « : X, — Q) de sorte qu’il y ait une décomposition en somme directe

pHn@aniQe)K — @ pHrz@aniQZ)K
keT

n’ayant qu’un nombre fini de facteurs non nuls.

6.2.2. — Rappelons qu’on a une stratification A = uv/ cgani o’%w ¢f 5.4.7. Pour

tout k € T, la réunion des strates ef\)lp avec Y € W tel que k € T(L/,, Wy,) est un fermé de
A d’aprés 5.5.3 et 5.4.5. Notons A = A, N A la trace de ce fermé sur A™,

Proposition 6.2.3. — Le support du_faisceau pervers 'H" (jjf‘“in),( est contenu dans a‘{uini.

Démonstration. — 1l résulte de la description explicite 5.5.4 de 7To(P™) que la res-
triction de ”H”(f “iQ),), a Pouvert A — Aj‘“ est nulle. U

6.3. Limmersion fermée de Ay dans A. — Soit (k, p¢) une donnée endoscopique
pointée de G sur X c’est-a-dire un homomorphisme continu 7, (X, 00) — 7o(k) comme
dans ¢f 1.8.2. On a alors un m,(k)-torseur p, : X, — X avec un point 0o, au-dessus de
o0. Rappelons qu’on peut identifier ¢, avec le quotient au sens invariant de X, X< tp
par Paction de W X 7y (k). On a aussi construit un homomorphisme Wy X (k) — W X
mo(k) ¢f 1.9.1 tel que le quotient au sens des invariants de }_(pK X tp par Wy X (k) soit
¢g.p. On en a déduit ainsi un morphisme ¢y p — ¢p et donc un morphisme v : Ay — A
of 4.17.

6.3.1. — Pour tout a € A® (%), on forme comme dans 4.5.4 le produit cartésien

X = Ko X5 Xp,
C’est une courbe tracée sur X, xx tp dont la projection sur X est génériquement étale
galoisienne de groupe de Galois W x (k). Le choix d’un point co € Xa au-dessus de
00 est équivalent au choix d’un point 60, au-dessus de 00, de sorte qu’il est légitime
d’écrire &= (a, 30,,) € A avec a € A% et 30, comme ci-dessus.

Par construction du morphlsme V Ay — oA, slag € Ay et si viag) = a, on a
un plongement ka — X, . qui réalise le premier comme une réunion de certaines
composantes 1rreduct1bles du dernier. On définit un morphisme

\;AH—)A

par la recette (ay, 0,,) = (v(an), 30, ). Remarquons que si le point 0o, est défini sur
k, ce morphisme est aussi défini sur £.
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Proposition 6.3.2. — Le morphisme ¥ : Ay — A est une immersion fermée.

Démonstration. — On sait par [57, 10.3] que c’est un morphisme fini non ramifié. Il
suffit maintenant de vérifier qu’il induit une injection au niveau des points géométriques.

Supposons qu’un point a = (a, 30,,) € A (k) est dans 'image de ¥. Nous allons
montrer qu’il provient d’un unique point ay = (ay, 0,,) € . Pour cela, nous remar-
quons que ay est compleétement déterminé par la courbe }N(pK,,lH et cette courbe est la plus
petite réunion de composantes irréductibles de ka,,l qui soit stable sous Wy X (k) et
qui contienne le point 6o, . 0

Proposition 6.3.3. — Le sous-schéma fermé A de A défini dans 6.2.2 est la réunion disjointe
des fermés V(An) associés aux homomorphismes pg : 7w, (X, 00) — 1 (K ).

Démonstration. — Dans 5.4.1, on a associé a un point géométrique a = (a, 30) €
A (k) un diagramme :

Pl

71U, 00) —= W x Out(G)

|

(X, x) Out(G)

oG
Ici U est le plus grand ouvert de X contenant 0o au-dessus duquel le revétement caméral
X, — X est étale. On y a noté W, P'image de 77 dans W X Out(G) et I; 'image du
noyau de I’homomorphisme 7, (U, 0c0) — m,(X, 00).
Par définition, (a, 00) appartient a a‘i,( si et seulement si W; est contenu dans (W x
Out(G)), et I; est contenu dans le groupe de Weyl Wy de composante neutre H du
centralisateur de « dans G. Rappelons qu’on a une suite exacte

(6.3.4) Il > Wg —> (WX Out(Q)), — my(k) — 1.

D’apres [57, lemme 10.1], il existe un scindage canonique qui permet d’identifier (W x
Out(G)), a un produit semi-direct Wy X 77 (k).

Soit H le groupe endoscopique associé a un homomorphisme p; : (X, 00) —
7o(K). Soit ayy € AH(/_f). Soit U Pouvert de X contenant 0o au-dessus duquel le revéte-
ment caméral X,,, — X est étale. ’homomorphisme

75 271 (U, 00) = Wy X Out(H)

a

induit un homomorphisme

(U, 00) — Wy X 710 (k)
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au-dessus de p? : 7 (X, 00) — my(k). Par construction de a = v (ay), I’lhomomorphisme
72 s’obtient en composant JTaKP’I. avec le plongement Wy X my(k) — W x Out(G) via
I'identification (W X Out(G)), = Wy X my(x). On a donc W; C (W x Out(Q)), et
I, C Wy Cest-a-dire @ € A, (k).

Inversement soit @ € s, (k). Puisque W; C (W x Out(G)), et I; C Wy, 77 induit
un homomorphisme

ps (X, 00) = Wi/I; — (k).
Soit H le groupe endoscopique associé¢ a ce pg. Il reste a construire un point ay € A (k)

tel que V(ay) = a. Cette construction est identique a celle qui apparait dans la démons-
tration de la proposition précédente. O

Les arguments similaires permettent une interprétation naturelle du complément
de I'ouvert A,

Proposition 6.3.5. — Le complément de Uouvert A™ dans A est la réunion des images des
tmmersions_fermées

(A’)‘\/I — o‘i
sur Uensemble des sous-groupes de Levi M contenant le tore maximal 'T'.

Démonstration. — Soit 7 € (A — A*) (k). Par définition, le groupe TV n’est pas fini,
donc contient un tore S. Le centralisateur de ce tore dans G est un sous-groupe de Levi
M de G. Le groupe W; est un sous-groupe du fixateur de S dans W x Out(G). Le groupe
I; est contenu dans I'intersection du fixateur de M avec W, donc contenu dans Wy Le
méme argument que celui utilis¢ dans la démonstration de 6.3.3 montre que @ provient

d’un point ay € Ayp (k). O

Corollaire 6.3.6. — La codimension de AY — A™ dans A est plus grande ou égale a
deg(D).

Démonstration. — D’apres la description du complément de 4™ et la formule de
dimension 4.13.1, on a

dim(s4) — dim(sAy) = (1 P — f Py) deg(D)/2 > deg(D)

d’ou la proposition. O
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6.4. Stabibisation géométrique. — D’apres 6.2.3, le support du faisceau pervers
f’H”(f“‘le)K est contenu dans A‘““ D’apres la description de A“‘m en fonction des
groupes endoscopiques ¢f. 6.3.3, ce faisceau pervers se décompose en somme directe
de facteurs paramétrés par I'ensemble des données endoscopiques pointées (k, pg ), le

facteur direct paramétré par & étant supporté par le fermé v (AHE) N A ou H; estle

groupe endoscopique attaché a (k, p? ) et Vg est 'immersion fermée de AH; dans .
Notre résultat principal est une description de chacun de ces facteurs directs.

Théoreme 6.4.1. — I[ existe un isomorphisme entre les faisceaux pervers gradués
P 17 Qy) (25 (D)1 (5 (D))

et

D D v./HGiQ).

n (’Qp,:vg)

ou la dermére somme direcle porte sur Uensemble de loules les données endoscopiques pointées (k, pg ¢)
ayant la composante K fixée. ler, U'indice st signifie le facteur direct o Py, agit trialement et Uentier

1 (D) est la codimension de Av, dans A qui est donnée par la formule
$(D) = (1@ — #1dy) deg(D)/2.

Bien que I’énoncé ci-dessus est sur £, notre démonstration est en partie arithmé-
tique. Supposons maintenant qu’on a une donnée endoscopique pointée (k, p7) définie
sur X c’est-a-dire p? s’étend en un homomorphisme

(X, 00) = 7, (X, 00) X Gal(/_f/k) — 1(K).

Le groupe endoscopique associé¢ H est alors défini sur X. On dispose d’une fibration de
Hitchin /1 : My — Ay pour le groupe H et d’un revétement étale Ay de Ay. L'immer-
sion fermée V : Ay — Ag de 6.3.2 est alors définie sur £.

Théoreme 6.4.2. — Il existe un isomorphisme défini sur k entre les semi-simplifications des
Jaisceaux pervers gradués

@ﬁ*ﬁH“(fa‘“sz NG (D))~@f’H* Qs

Notons que les deux membres de I’égalité étant des faisceaux pervers purs gradués,
ils sont géométriquement semi-simples ¢f- [7]. Il s’ensuit que les faisceaux pervers gradués
ci-dessus sont isomorphes au-dessus de A™ ®, k. Par ailleurs, comme toute donnée endo-
scopique sur X est définie sur X ®; &' pour une extension finie £ de £, le théoréme 6.4.1
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est une conséquence de 6.4.2. La démonstration de ce dernier ne se termine qu’au para-
graphe 8.7. On obtiendra en particulier la conjecture de Langlands-Shelstad 1.11.1 en
cours de sa démonstration.

6.5. Cohomologie ordinaire de degré maximal. — Dans ce paragraphe, nous démontrons
une variante élémentaire du théoreme de stabilisation géométrique 6.4.1 ou au lieu des
faisceaux pervers de cohomologie, on considére le faisceau de cohomologie ordinaire de
degré maximal.

Notons 4 la dimension relative du morphisme £ : M* — A, D’aprés le lemme
d’homotopie, 'action de £ sur R*£2 Q) se factorise par le faisceau fini 77y (P anj). Bap—
pelons aussi que ce dernier est un quotient du faisceau constant X,. Notons (R*£™ Q)
le plus grand facteur direct ou X, agit trivialement et (R¥fiQ,), celui ou il agit a
travers le caractere k : X, — Q; que nous avons fixé.

Proposition 6.5.1. — On a un 1somorphisme entre la partie stable (R} "niQ),). el le faisceau
constant Qy. On a aussi un isomorphisme entre (Rg’lfamQj)K et la somme directe

@ ﬁé,*Qﬂ

(K’P,:Yg)

étendue sur Uensemble des données endoscopiques pointées (i, pg ;) ayant la composante K fixée, ou Ve

désigne Uimmersion_fermée de A?{"; dans A™, He élant le groupe endoscopique atlaché a (k, pg ).

Démonstration. — La section de Hitchin-Kostant définit une immersion ouverte
P — M dont le complémentaire fermé est de dimension relative < d — 1 ¢f 4.16.1.
Il ’ensuit un isomorphisme

Rng!QK — R?rf’]éanin

compatible a I’action de (P pant) Tci g a désigné le morphisme Pani 5 A0l
Le morphisme trace permet d’identifier R*’gQ, au faisceau associé au préfaisceau

Urs QU7

La proposition résulte donc de la description explicite du faisceau mo(£*") donnée
dans 5.5.4. En effet 7o(£™) est un quotient du faisceau constant X,. On peut rem-
placer X, par un quotient fini X. Ainsi R* 1Qy est un quotient du faisceau constant Qx.
Les parties isotypiques (R*gQ)), et (R*gQ,), sont quotients des parties isotypiques
correspondants de QX lesquels sont des faisceaux constants de rang un. Les assertions a
démontrer sont maintenant réduites a une vérification fibre par fibre qui est facile. [
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7. Théoréme du support

Soient S un £-schéma de type fini, f : M — S un morphisme propre de source lisse.
D’apreés les théorémes de pureté [18] et de décomposition [7], le complexe £,Qy est pur
et est isomorphe au-dessus de S ®; & 4 une somme directe de faisceaux pervers géomé-
triquement simples avec décalage. Leurs supports constituent un invariant topologique
important de /. En général, il est difficile de déterminer explicitement cet invariant.

On introduit une notion de fibration abélienne §-réguliere ¢f 7.1.5 pour laquelle
il est possible de déterminer les supports ¢f 7.2.1. Comme on ne sait pas démontrer la
d-régularité de la fibration de Hitchin en caractéristique positive, nous formulons des
énoncés 7.2.2 et 7.2.3 qui donnent un controle suffisant en vue de la démonstration des
théoremes 6.4.1 et 6.4.2. A 'exception du dernier paragraphe, le chapitre est rédigé dans
la situation générale des fibrations abéliennes faibles.

7.1. Fibration abélienne. — Nous allons formaliser les propriétés observées sur la
fibration de Hitchin pour axiomatiser une notion de fibration abélienne algébrique. Nous
allons en fait introduire d’une part la notion de fibration abélienne faible qui regroupe
les propriété stables par changement de base arbitraire et d’autre part celle de fibration
abélienne §-réguliere qui est préservée seulement par changement de base plat. La bonne
notion de fibration abélienne devrait se situer entre les deux.

7.1.1. — Une fibration abélienne faible sur un k-schéma S consiste en un morphisme
propre / : M — S et un schéma en groupes lisse commutatif g : P — S muni d’une action

act:PxsM —> M

qui satisfait les trois propriétés 7.1.2, 7.1.3 et 7.1.4 qui suivent :
7.1.2. — Les morphismes f et g ont la méme dimension relative d.'

7.1.3. — L’action de P sur M n’a que des stabilisateurs affines c’est-a-dire pour
tout point géométrique m € M au-dessus de s € S, le stabilisateur de m dans P, est un
sous-groupe affine.

7.1.4. — Soit P’ le sous-schéma en groupes ouvert des composantes neutres des
fibres de P et notons g° : P* — S. Considérons le faisceau des modules de Tate

T, (P") = H*"' (4’ Q) (D)

dont la fibre au-dessus de chaque point géométrique s de S est le Q;-module de Tate
Tg, (PY). Pour tout point géométrique s de S, le dévissage canonique de Chevalley de P

1—>RX—>P?—>AX—>1

! Cette hypothése n’est nullement nécessaire mais elle simplifie la numérologie.
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ou A est une variété abélienne et ou R; est un groupe algébrique affine commutatif
connexe induit un dévissage de module de Tate voir [29]

0— Tg, (R) — Tg,(P)) = Tg,(A) — 0.

On dira que Tg, (P°) est polarisable si localement pour la topologie étale de S, il
existe une forme bilinéaire alternée

Tg,(P") x Tg, (P) > Q;

dont la fibre en chaque point géométrique s a comme noyau Tg, (R,) c’est-a-dire qu’elle
annule T, (R,) et induit un accouplement parfait sur Tg, (A,).

Les trois propriétés 7.1.2, 7.1.3 et 7.1.4 sont préservées par un changement de base
arbitraire. En particulier, la fibre générique d’une fibration abélienne faible ne sera pas
nécessairement une variété abélienne. Nous allons maintenant introduire une restriction
forte appelée 3-régularité qui garantira entre autres cette propriété.

7.1.5. — Pour tout point géométrique s € S, notons §; = dim(R;) la dimension
de la partie affine de P;. Si s € S un point quelconque, le dévissage de Chevalley de P,
existe et est unique apres un changement de base radiciel de sorte que I'entier 4, est bien
défini. La fonction § définie sur I'espace topologique sous-jacent a S a valeurs dans les
entiers naturels est semi-continue ¢f 5.6.2. En supposant cette fonction constructible, il
existe une stratification de S en des sous-schémas localement fermés S; tels que pour tout
point géométrique s € Sg, on a §;, = 4.

On dira que le S-schéma en groupes commutatif lisse P est §-régulier si pour tout
6€eN,ona

codimg(Ss) > 6.

Si S est vide, notre convention attribue a la codimension la valeur infinie.
Une fibration abélienne faible dont la composante P jouit de la §-régularité sera
appelée fibration abélienne 6-réguliere.

7.1.6. — Il y une autre formulation de la notion de §-régularité. Soit Z un sous-
schéma fermé irréductible de S. Soit 8, la valeur minimale que prend la fonction § sur Z.
Alors, P est §-régulier si et seulement si pour tout sous-schéma fermé irréductible Z de S,
on a codim(Z) > §.

En effet, comme la valeur §; est atteinte sur un ouvert dense de Z, 7 est contenu
dans P'adhérence de la strate S;,. Si P est §-régulier, alors codim(Ss,) > 8, a fortiori
codim(Z) > §;. L’autre implication est aussi évidente.
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Notons que la §-régularité est préservée par changement de base plat. Remarquons
aussi que la §-régularité implique que

codim(S;) >1

de sorte que Sy # ¥. 11 s’ensuit que P est génériquement une variété abélienne.

7.2. Lénoncé du théoreme du support. — Soient S un k-schéma de type fini et f :
M — S un morphisme propre. Supposons que le faisceau constant Q; sur M est auto-
dual et donc pur. En particulier, c’est le cas si M est un £-schéma lisse. D’apres le théo-
reme de pureté de Deligne, le complexe d’image directe £,Q, est pur. En appliquant le
théoréme de décomposition [7], on sait qu'au-dessus de S ®; £, le complexe £,Q; est iso-
morphe a la somme directe de ses faisceaux pervers de cohomologie avec des décalages
évidents

1Q =D H (1 Q)-n]

et de plus, les faisceaux pervers ZH"(£,Q,) sont semi-simples. D’aprés [7], pour tout fais-
ceau pervers géométriquement simple K sur S ®; £, il existe un sous-schéma fermé réduit
irréductible 7 : Z <> S ®, k, un ouvert dense U < Z et un systéme local irréductible
sur U tel que

K = iy K[dim(Z)].

Le sous-schéma fermé Z est completement déterminé par K et sera appelé le support
de K. En général, le probleme de déterminer les supports des faisceaux pervers simples
présents dans la décomposition de /,Q; est un probléme trés difficile. On peut cependant
le résoudre dans le cas d’une fibration abélienne §-réguliére.

Théoréeme 7.2.1. — Soit S un k-schéma de type fini géométriquement vrréductible. Sout f
M — S un morphisme projectif purement de dimension relative d munt d’une action d’un schéma en
groupes lisse g : P — S qui_forme une fibration abélienne &-régulicre. Supposons que le faisceau constant
Qy sur M est auto-dual et done pur.

Sotent K un_faisceau pervers géométriquement simple présent dans la décomposition d’un_farsceau
pervers de cohomologie A" (f,Qy) et Z. son support. 1l existe alors un ouvert U de S ®; k tel que
U NZ est non vide et un systeme local non trivial L sur U N Z. tel que 1,1, 1 étant immersion_fermée
UNZ — U, sout un facteur direct de la restriction du faisceau de cohomologie ordinaire de degré maximal

H*(£,Q,) a U.

Malgré 'apparence compliquée, cet énoncé est en réalité effectif dans la détermi-
nation des supports car le faisceau de cohomologie ordinaire de degré maximal est en
général connu ¢f 6.5 ainsi que ses facteurs directs locaux. Remarquons aussi qu’il n’y a
rien de commun entre K et L. a 'exception du support. La démonstration du théoréeme
passe par I’énoncé suivant.
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Proposition 7.2.2. — Sowent S un k-schéma de type fini géométriquement irréductible,
S M — S un morphisme projectif purement de dimension relative d muni d’une action d’un schéma
en groupes lisse g : P — S qui_forme une fibration abélienne faible. Supposons que le faisceau constant
Q, sur M est auto-dual et donc pur.

Sotent K un_faisceau pervers géométriquement simple présent dans la décomposition d’un faisceau
pervers de cohomologie "H"(£,Qy) et 7. son support. Soit 8 la valewr minimale que la fonction 8 attachée
a P prend sur Z.. Alors on a Uinégalité

codim(Z) < éy.

Si Uégalité est atteinte, 1l existe un ouvert U de S &, k tel que U N Z. est non vide et un systéme local
non trivial L sur U N Z tel que 1,1, ¢ étant Pimmersion fermée U N2, — U, sout un_facteur direct de
la restriction du faisceau de cohomologie ordinaire de degré maximal H* (£,Qy) a U.

Il est clair que 7.2.2 implique 7.2.1 car ’hypothése de 6-régularité implique I'in-
égalité opposée codim(Z) > §; ¢f 7.1.6.

Considérons une variante de 'inégalité delta 7.2.2 ou I'on tient compte aussi des
groupes de composantes connexes des fibres de P. Soit 7((P) le faisceau des groupes de
composantes connexes des fibres de P. Supposons qu’il est quotient d’un faisceau constant
ayant comme fibre le groupe fini abélien X comme par exemple 5.5.4.

Le schéma en groupes P agit sur le faisceau pervers de cohomologie “H"(£,Q;) a
travers 7 (P). Le groupe X agit donc sur ”H”(f*QZ). Pour tout caractere k : X — QZ ,on
a le plus grand facteur direct "H"(£,Qy), de "H"(£,Q,) ot X agit a travers k. De méme,
on a le facteur direct H*(£,Q,), du faisceau de cohomologie ordinaire H*(£,Q,).

En fait, il existe un entier naturel N et une décomposition du complexe borné

constructible £,Qy

Q=P Q).

KkeX*

tels que pour tout « € X, (o — K(Ol)_id)N est nul sur le facteur direct (}iQZ)K ¢f 54, 3.2.5].
Si on remplace £, Qy par (£,Q,), dans la démonstration de 7.2.2, on obtiendra la

variante suivante.

Proposition 7.2.3. — On peut remplacer dans 7.2.2, le faisceau pervers” H'(,Qy) par son fac-
teur isotypique "H" (£,Qy), et le faisceau ordinaire H** (£,Qy) par son_facteur isotypique H** (£,Qy),.

Le lecteur notera que tout comme dans 7.2.2, on ne suppose pas ici que P est
d-régulier.

Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, nous allons appliquer 7.2.3 au cas de
la fibration de Hitchin, plus précisément au morphisme J M — A Le reste du
chapitre est consacré a démontrer I'inégalité delta 7.2.2.



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGEBRES DE LIE 115

7.3. Inégalité de Goresky-MacPherson. — Goresky et MacPherson ont observé que la
dualité de Poincaré impose une contrainte sur la codimension de support des faisceaux
pervers simples présents dans le théoréme de décomposition. C’est une observation cru-
ciale dont notre inégalité delta 7.2.2 constitue une variante. Nous commencons par rap-
peler leur inégalité originale.

Théoreme 1.3.1. — Soit S un k-schéma de type fint géométriquement irréductible. Sout f :
M — S un morphisme propre, purement de dimension relative d. Supposons que le faisceau constant Qy
sur M est auto-dual et donc pur.

Soit K un_faisceau pervers iréductible sur S &y k présent dans la décomposition de Pun des
Jaisceaux pervers de cohomologie "H"(£,Qy). Soit Z. le support de K. Alors on a Pinégalité

codim(Z) <d.

Supposons que Uégalité a lieu. Il existe alors un ouvert U de S &, k tel que U N Z. est non vide et
un systeme local non trivial L sur U N Z tel que v, L, @ étant immersion fermée U N Z, — U, sout un
facteur direct de la restriction du faisceau de cohomologie ordinaire de degré maximal H* (£,Qy) a U.

Démonstration. — Soit Z un sous-schéma fermé irréductible de S ®; k. On définit
Iensemble occ(Z) des entiers n tels qu’il existe un facteur direct irréductible du fais-
ceau pervers de cohomologie H"(f,Q;) de support Z. D’aprés la dualité de Poincaré,
"H'(£,Qy) est le dual de ZH>@M=7(£.Q,) de sorte que I’ensemble occ(Z) est symétrique
par rapport a I'entier dim(M).

Si occ(Z) # 1, il existe un entier n > dim(M) appartenant a occ(Z). Il existe un
ouvert U de S ®; & et un systetme local irréductible L sur U N Z tel que . L[dim(Z)]
soit un facteur direct de f’H”(ﬂQmU. Cect implique que 2 L[dim(Z) — n] est un facteur
direct du complexe £,Qy|u puisque celui-ci est pur. En prenant maintenant le faisceau
de cohomologie ordinaire, le faisceau 2, devient un facteur direct de H™™® (£,Q,).
Comme les fibres du morphisme f : M — S sont purement de dimension d, on a
dim(M) = d + dim(S). D’autre part, la non-annulation de H"m*) (ﬂQj) implique que

dim(M) — dim(Z) <n—dim(Z) < 2d

d’apres le théoreme d’amplitude cohomologique. En combinant les deux informations,
on obtient I'inégalité désirée

codim(Z) <d
ainsi que la condition nécessaire pour que I’égalité ait lieu. UJ

Dans la situation plus spécifique d’une fibration abélienne faible, il est en fait pos-
sible d’améliorer I'inégalité de Goresky-MacPherson

codim(Z) <d
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en I'inégalité delta 7.2.2
codim(Z) < &;.

Bien que la démonstration de cette derniere est sensiblement plus difficile, I'idée topolo-
gique sous-jacente est tres simple.

L'inégalité delta peut se ramener a celle de Goresky-MacPherson si on admet
Pexistence de certains relévements locaux. Soit s un point géométrique de Z tel que
8, = 87. Notons A, le quotient abélien maximal de P'. Supposons qu’il existe un voi-
sinage étale S" de s dans S tel qu’au-dessus de ', la variété abélienne A, puisse s’étendre
en un schéma abélien Ay et de plus, il existe un homomorphisme Ay — P, tel qu’en
le point s, la composition A; — P? — A, soit une isogénie de A,. Au-dessus de S, le
schéma abélien Ay agit sur My avec stabilisateurs finis compte tenu de I’hypothese 7.1.3.
En formant le quotient [Mg/Ag], on factorise le morphisme Mg — S’ en un mor-
phisme Mg — [My/Ag] qui est propre et lisse suivi d’un morphisme [Mg /Ag] — S
qui est purement de dimension relative §,. On peut alors appliquer I'inégalité de Goresky-
MacPherson au second morphisme.

En général, ces relevements n’existent pas. La démonstration de 7.2.2 consiste en_fait a
transposer Uargument géométrique ci-dessus au niveau cohomologique.

Soit Z un sous-schéma fermé irréductible de S. Nous avons introduit dans la dé-
monstration de 7.3.1, 'ensemble occ(Z) des occurrences de Z comme support des fac-
teurs irréductibles des faisceaux pervers de cohomologie ”H"(f,Q;). Dans le cas ou cet
ensemble est non vide, on définit

amp(Z) = max(occ(Z)) — min(occ(Z)).

Proposition 7.3.2. — Mettons-nous sous les hypotheses de 7.2.2. En particulier, occ(Z) # .
On a alors linégalité

amp(Z) = 2(d — 5,).

Nous démontrons maintenant 7.2.2 en admettant 7.3.2. La dualité de Poincaré
implique que I'ensemble occ(Z) est symétrique par rapport a dim(M). La contrainte
supplémentaire amp(Z) > 2(d — §;) force I'existence d’un entier n > dim(M) + d — &,
appartenant a occ(Z). La suite de la démonstration de 7.2.2 est maintenant exactement
la méme que la fin de la démonstration de 7.3.1.

Le reste du chapitre est consacré a la démonstration de I'inégalité d’ampli-
tude 7.3.2.

7.4. Cap-produit et liberté. — Nous allons développer la construction du cap-produit
et énoncer une propriété de liberté qui implique I'inégalité d’amplitude 7.3.2.
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7.4.1. — Nous nous plagons dans la situation générale suivante. Soit S un schéma
quelconque. Soit g: P — S un S-schéma en groupes de type lisse commutatif de fibres
connexes de dimension d. Considérons le complexe d’homologie de P sur S défini par la
formule

Ap =g!Qz[Qd](d)-

Ce complexe est concentré en degrés négatifs. En degré 0, on a H'(Ap) = Q. La partie
la plus importante de Ap est

Tg, (P):=H"(Ap)

ou Tg,(P) est un faisceau dont la fibre en chaque point géométrique s € S est le Q-
module de Tate Tg,(P;) de la fibre de P en s. Plus généralement, le théoreme de chan-
gement de base nous fournit un isomorphisme

H™(Ap), = H*7(P,)(d)

entre la fibre en s de H(Ap) et le (2d — i)-iéme groupe de cohomologie a support
compact

H;(P,) = H*7'(P,)(d)
de la fibre de P en s.

7.4.2. — Soit f : M — S un morphisme de type fini muni d’une action de P
relativement a la base S

act: P xgM — M.

Puisque P est lisse de dimension relative & sur S, le morphisme act est aussi lisse de méme
dimension relative. On a donc un morphisme de trace

acthz[Qd](d) — QZ
au-dessus de M. En poussant ce morphisme de trace par f;, on obtient un morphisme
(¢ 5.1 QI24)(d) > fiQ-

En utilisant maintenant I'isomorphisme de Kunneth, on obtient un morphisme de cap-
produit

Ap ® fiQy — fiQy.
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7.4.3. — Cette construction s’applique en particulier a / = g. Elle définit alors
un morphisme de complexes

AP ® AP g AP.
On en déduit une structure d’algebres graduées sur les faisceaux de cohomologie de Ap
H™'(Ap) @ H7(Ap) — H™7(Ap)

qui est commutative au sens gradué. On en déduit en particulier un morphisme de fais-
ceaux

AN'Tg,(P) = H™'(Ap)

qui est en fait un isomorphisme. Pour le vérifier, il suffit de le faire fibre par fibre ot on
retrouve les groupes d’homologie de P; munis du produit de Pontryagin.

7.4.4. — La multiplication par un entier N # 0 dans P induit la multiplication
par N sur le module de Tate Tg,(P) de P et induit donc la multiplication par N’ sur
H™'(Ap) = A'Tg,(P). Lastuce de Lieberman [37, 2A11] qui consiste a construire des
projecteurs a partir des combinaisons linéaires de ces endomorphismes de Ap, associés a
différents N, permet de décomposer canoniquement ce complexe

Av =D A'To, ()]
i20

de fagon compatible a la multiplication.

7.4.5. — On va maintenant étudier I’action par cap-produit de Ap sur ;Q, dans
la situation de 7.2.2. Rappelons que le morphisme f étant supposé projectif, on a f; = f..
Par ailleurs, le faisceau constant Q, sur M étant supposé pur, 'image directe Q) est
aussi pure et se décompose au-dessus de S ®; & en somme directe de faisceaux pervers
irréductibles avec décalage.

Pour tout fermé irréductible Z de S ®;. /_c, on a introduit 'ensemble occ(Z) dans la
démonstration de 7.3.1. Comme £;Q, est un complexe borné constructible, I'ensemble
occ(Z) est vide sauf pour un nombre fini de sous-schémas fermés irréductibles Z de S k.
Nous numérotons ceux-ci par un ensemble fini 2 et pour tout & € 2, nous notons Z, le
fermé irréductible correspondant. Pour tout n, on a alors la décomposition canonique

"H'(£.Q,) = EPK]
ae
ou K" est la somme directe des facteurs pervers irréductibles de “H"(£Qy) ayant pour
support le fermé irréductible Z,. Nous notons

K, = @Kg[—n].
neZ

Supposons que K, est non nul pour tout « € 2.
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7.4.6. — Compte tenu de la décomposition 7.4.4, on dispose d’un cap-produit
par le module de Tate 7.4.2

Tg, (P) ® /Q, — fiQ,[—1].

En appliquant le foncteur /7

<n

2 £1Qy, on dispose d’un morphisme
To,(P) ® 15" (fiQy) — fiQy[—1]

pour tout . En appliquant le foncteur 7H”, on obtient maintenant une fléche
"H"(Tg,(P) ® '="(AQy)) — "H"™' (£Qy).

Remarquons maintenant que Tg,(P) ® re==1(£Qy) € "D=""1(S, Qy) si bien que la
fleche

To, (P) ® '15"(fiQ,) > Tg, (P) ® "H"(/Qy)[—1]

induit un isomorphisme au niveau des n-iémes faisceaux pervers de cohomologie
'H'(Tg,(P) ® 'T="(£Q))) — "H" (T, (P) ® "H'(fQ))).

On en déduit une fleche
"H"(Tg, (P) ® "H"(fQy)) — "H"™' (fQy).

De nouveau, comme T, (P) ® /’H”(ﬁQg) € DS, Q[), on a une fleche de cet objet
dans son “H’ laquelle induit donc une fléche canonique

To, (P) ® "H'(/Qy) — "H"' (£Qy).

7.4.7. — Considérons la décomposition par les supports

Pr1e @ @K, -~ PKL.

ae aed

Pour tout o € 2, on a donc une fleche diagonale
Tg,(P) @K}, — KI™'.

Notons qu’il n’est pas exclu que les fleches non diagonales
Tg,(P) @K}, — KI!

soient non nulles.
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7.4.8. — Pour tout o € 2, il existe un ouvert dense V,, de Z, tel que la restriction
du faisceau pervers K? a V, soit de la forme K [dim(V,)] ot K. est un systéme local
pur de poids 7.

Quitte a rétrécir 'ouvert V,, il existe un changement de base fini radiciel V), — V,
tel que le schéma en groupes P|y, admet un dévissage

1—>R0,—>P|V&—>Ao,—>l

ou A, est un V) -schéma abélien et ot R, est un V -schéma en groupes affine lisse com-
mutatif a fibres connexes. On en déduit une suite exacte de modules de Tate

0 — Tg, (Ry) = Tg, (Ply,) = Tg, (Ay) — 0.

Puisque le morphisme V), — V,, est un homéomorphisme, il est légitime de considérer
Tg,(Ry) et Ty, (Ay) ainsi que la suite exacte ci-dessus comme objets existant sur V.
Comme A, est un schéma abélien, le module de Tate Tg,(A,) est un systéme local pur
de poids —1. Quitte a rétrécir davantage V,, si nécessaire, on peut supposer que Tg, (Ry)
qui est le module de Tate de la partie torique de Ry, est un systéme local pur de poids
—2. Ici, le poids dont on parle est relatif a une extension suffisamment grande du corps
fini de base £ sur lequel nos objets sont définis.

Quitte a rétrécir V, si nécessaire, on peut supposer que sauf si Z, est entierement
contenu dans Z,,ona V, N Z, = .

7.4.9. — Soit V, un ouvert dense de Z, comme dans 7.4.8. Pour tout a € 2,
choisissons un ouvert de Zariski U, de S ®, k contenant V, comme un sous-schéma
fermé. Notons z, : V, = U, I'immersion fermée. En restreignant la fleche diagonale
construite dans 7.4.7 a 'ouvert Uy, on obtient une fleche

To, (P) ® . JC,[dIm(V)] = 2. JCL ' [dim(Vo)].
Par la formule de projection, on a

To, (P) ® inu K2 = iy (T (Pa) ® KC).
En appliquant le foncteur z; a

tax (i Ty, (Po) ® ICp) — i fCy !
on obtient un morphisme

T, (Py) ® K — K7

sur V,.
D’apres 7.4.8, on a un dévissage de Tq, (Py)

0— Tg,(Re) = Tg, (Pe) = T, (Ae) = 0
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ou Tg,(Ay) est un systeme local pur de poids —1 et T, (Ry) est un systéme local pur
de poids —2. Puisque K" est pur de poids n et K*~! est pur de poids n — 1, Paction de
Tg, (Py) se factorise par Tg, (Ay)

T, (A) ® K}, — I,

On a donc muni la somme directe de systemes locaux K, = @, K2 [—n] d’une structure
de module gradué sur I’algébre graduée de systemes locaux Ay,

AAQ ®]Ca—) ’Ca.

En particulier, pour tout point géométrique u, de V,, la fibre IC, ,, est un module gradué
sur ’algebre graduée de Ay, 4, -

Proposition 7.4.10. — Mettons-nous sous les hypothéses de 7.2.2 et les notations de 7.4.5,
7.4.8 et 7.4.9. Pour tout point géométrique uy de Vo, la fibre ICy,, de ICqy est un module gradué libre
sur lalgebre graduée A 5

s o *

L’inégalité d’amplitude 7.3.2 est une conséquence immédiate de cette propriété de
liberté. En effet, amp(Z,) est alors au moins égale a

9 dim(A,) = 2(d — 8,).

Le reste du chapitre est consacré a la démonstration de la propriété de li-
berté¢ 7.4.10. Mais avant d’entamer la démonstration proprement dite de 7.4.10, nous
observons que la propriété Ky, ,, est un module libre sur A, ,, est indépendante du choix
du point géométrique u, € V,. On va démontrer I’énoncé suivant qui permet de for-
muler cette propriété de liberté de facon indépendante du point base. Observons que
sous les hypotheses de pureté de 7.4.10, les systémes locaux K] sont géométriquement
semi-simples.

Lemme 7.4.11. — Soit U un k-schéma connexe. Soit A un systeme local gradué en un nombre
fini de degrés négatifs avec N = Qy et qui est muni d’une structure d’algébres graduées A @ A — A.
Sout L un systeme local gradué muni d’une structure de module gradué

AQL— L.

Supposons qu’il existe un point géométrique u de U tel que la fibre L, de L. en u est un module libre sur
la fibre A, de A en u. Supposons que L est semi-simple comme systeme local gradué. Alors, 1l existe un
systeme local gradué Y. sur U et un isomorphisme

L=AQ®E

compatible avec la structure de A\ -modules.
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Démonstration. — Considérons I'idéal d’augmentation de A
A=A
>0
Notons E le conoyau de la fleche

AT®L— L.

Puisque L est semi-simple, ’homomorphisme surjectif L. — E admet un relévement
E — L. On va montrer que la fleche induite

AQFE—L

est un isomorphisme. Puisqu’il s’agit d’une fleche entre systemes locaux, pour vérifier que
c’est un isomorphisme, il suffit de vérifier que sa fibre en u est un isomorphisme. Dans
I’espace vectoriel L, E, est un sous-espace vectoriel complémentaire de A*L,. La fleche

A,QE,— L,

est donc surjective d’apres le lemme de Nakayama. Elle est bijective car L, étant un
A ,-module libre, on a I’égalité de dimension

disz (A)) x dier (E,) = dimQj (L)
d’ou le lemme. O

7.5. Propriété de liberté dans le cas ponctuel. — Nous commencgons par considérer des
énoncés analogues a 7.4.10 dans le cas ou la base est ponctuelle.

Proposition 7.5.1. — Soit M un schéma projectif sur un corps algébriquement clos k muni d’une
action d’une k-variété abélienne A avec stabilisateurs finis. Alors

PH M b

est un module libre sur Ualgébre graduée A, = €D, /\iTQj A)[z].

Démonstration. — Puisque le stabilisateur dans A de tout point de M est un sous-
groupe fini, le quotient N = [M/A] est champ algébrique propre sur £ avec inertie finie.
Puisque M est projectif, le morphisme M — N est un morphisme projectif et lisse. Le
cup-produit avec la classe hyperplane induit d’apres Deligne [19] un isomorphisme

mQy ~ P Rm Q]
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ot les Ri(m,Q;) sont des systémes locaux sur N. Puisque M xx M = A x M, I'image
nverse m*Ri(m*Qj) est le faisceau constant de valeur H'(A) sur M. En utilisant ¢f. [7,
4.2.5], on obtient un isomorphisme canonique entre R(m,Qy) et le faisceau constant sur
N de valeur H'(A).

La décomposition en somme directe ci-dessus implique la dégénérescence de la
suite spectrale

H (N, R'm,Q,) = H(M).
On en déduit dans @@, H*(M) une filtration A -stable dont le j-ieme gradué est

DHN.RnQ)=HN @ PH®A).

Ces gradués sont des Ax-modules libres. Il en résulte que la somme directe
P, H'(M)[—n] est un Ax-module libre. ]

7.5.2. — Soit P un groupe algébrique commutatif lisse et connexe sur un corps
algébriquement clos £. D’apres le théoreme de Chevalley ¢f [66], P admet un dévissage
comme une extension d’une variété abélienne par un groupe affine

]l R—-P—-A—1.

Cette suite exacte existe également si P est défini sur un corps parfait, en particulier sur
un corps fini.
On déduit de la suite exacte ci-dessus une suite exacte de modules de Tate

0— Tg,(R) = Tg,(P) > Tg,(A) = 0.
On appelle relevement homologique une application linéaire
r: Ty, (A) — Tg, P)

qui scinde cette suite exacte. Un relevement homologique induit un homomorphisme
d’algebres A : Ay — Ap. L'ensemble des relevements homologiques de la partie abé-
lienne forment un espace affine, torseur sous le Qy-espace vectoriel Hom(Tg,(A),

Tg, (R)).

Proposition 7.5.3. — Soit P un groupe algébrique commutatsf lisse et connexe défini sur un corps
S k. Sot

]l R—-P—->A—1

la suite exacte canonique qui réalise P comme une extension d’une variété abélienne A par un groupe
affine R. Il existe alors un entier N > 0 et un homomorphisme a : A — P tel qu’en le composant avec
P — A, on obtient la multiplication par N dans A. On dira alors que a est un quasi-relévement.
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De plus, Tg,(a) : Tg,(A) = Tgq,(P) est lapplication induite sur les modules de Tate, alors
N_ITQ[ (a) est Pumique relevement homologique compatible a action de Gal(/_f//f) sur To(P) et
Te(A). On dira que N*ITQZ (a) est le relevement canonique.

Démonstration. — D’apres [69, p. 184], le groupe des extensions d’une variété abé-
lienne A par G,, s’identifie au groupe des £-points de la variété abélienne duale. Le groupe
des extensions d’une variété abélienne par G, est le £-espace vectoriel de dimension finie
H'(A, ©04). Un groupe affine commutatif lisse connexe est isomorphe a un produit de G,,
et de G, apres passage a une extension finie du corps de base, 1l s’ensuit que le groupe
des extensions d’une variété abélienne A par un groupe affine commutatif lisse R défini
sur un corps fini, est un groupe fini. La premiére assertion s’en déduit.

Le relevement homologique N™'Tg, (a) est invariant sous I'action de Gal(k/k)
puisque le relévement a est défini sur £ I’élément de Frobenius o € Gal(k/k) agit sur
Tg, (A) avec des valeurs propres de valeur absolue |k]~1/? et sur Tg, (R) avec des valeurs
propres de valeur absolue |£|~!. Ainsi, N ~'Tg, () est I'unique relévement homologique
compatible avec I’action de Gal(/_f/ k). ]

Corollaire 7.5.4. — Soit k un corps algébriquement clos. Soit M un k-schéma de type fini. Soit
P un k-schéma en groupes lisse commutatif et connexe agissant sur M avec stabilisateur affine. Soit A le
quotient abélien maximal de P. Supposons que P est défini sur un corps fint de sorte qu’on a un quasi-
relevement a : A — P. Alors le Ax-module qui se déduit du Ap-module @, H'(M) est un module
libre.

Démonstration. — Le quasi-relévement a : A — P définit une action de A sur M avec
stabilisateurs finis. On se rameéne donc immédiatement a la proposition 7.5.1. 0

Voici un énoncé plus général et plus satisfaisant. La démonstration qui suit est due
a Deligne ¢f [20]. Notons que cet énoncé ne sera pas utilisé dans la suite. En fait, le
lemme 7.4.11 jouera le role de I'indépendance du relevement dans la démonstration de
7.4.10.

_Proposition 7.5.3. — Soit k un corps algébriquement clos. Soit M un k-schéma projectif. Soit
P un k-groupe lisse commutatif et connexe agissant sur M avec stabilisateur affine. Soit A le quotient
abélien maximal de P et sout 1. "L, (A) — Tgq,(P) nimporte quel relevement homologique. Alors le

A y-module qui se déduit du Ap-module @, H' (M) par A est un module libre.

Démonstration. — Par le procédé général de passage a la limite inductive comme
dans [7, 6.1.7], on se ramene au cas ou M, P et 'action de P sur M sont définis sur un
corps fini . Ecrivons £ comme une limite inductive (A;);o; des anneaux de type fini sur Z.
La catégorie des k-schémas de type fini est une 2-limite inductive des A;-schémas de type
fini c’est-a-dire pour tout X/%, il existe ¢ € I et X;/A; de type fini tel que X =X, ®a, k of
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[30, 8.9.1] et pour tous X, Y;/A;, on a ¢f [30, 8.8.2]

Hom;(X; ®a, kY R, k) = lim Homy, (X; ®a; A}, Y, Q4 A)).

=

Le méme énoncé vaut donc pour la catégorie des groupes algébriques et celle des triplets
formés d’un groupe algébrique G, d’un schéma de type fini X et d’'une action de G sur
X. Soit f : X = Y un morphisme dans la catégorie des k-schémas de type fini provenant
d’un morphisme f; : X; = Y, dans la catégorie des A;-schémas. Pour que f ait I'une des
propriétés suivantes : plat, lisse, affine ou projectif; il faut et il suffit que f; acquiére cette
propriété apres une extension de scalaires A; — A; ¢/ [30, 11.2.6 et 8.10.5]. Il existe
donc un anneau A; de type fini sur Z contenu dans £, un A;-schéma projectif M;, un
A;-schéma en groupes lisse P;, extension d’un schéma abélien par un schéma en groupes
affine qui agit sur M; avec stabilisateur affine tel qu’aprés I’extension des scalaires A; — £,
on retrouve la situation de départ. On peut également supposer que les H'(f,Q,) sont des
systémes locaux. On a donc ramené I’énoncé a démontrer au cas ou la base est le spectre
d’un corps fini.

On peut donc supposer que M, P et l'action de P sur M sont définis sur un corps
fini £. Soit A le quotient abélien de P et a : A — P le quasi-relévement qui définit un
relévement canonique A : T, (A) — Tg, (M) de modules de Tate. On sait déja que le
Ax-module qui se déduit du Ap-module @, H*(M) par A, est un module libre d’apres
le corollaire précédent 7.5.4.

Démontrons maintenant le méme énoncé pour un reléevement homologique arbi-
traire. L’espace de tous les relévements homologiques, pointé par A, s'identific au Q,-
espace vectoriel Hom(Tg, (A,), T, (R;)) sur lequel 'élément de Frobenius o € Gal(/_f/ k)
agit avec des valeurs propres ayant pour valeur absolue |£|'/2. Sur cet espace, I'en-
semble des A pour lequel la structure de A, -module sur @ H'(M) déduite de A est
libre forme un ouvert Zariski de Hom(Tg, (A,), Tg,(R,)). Cet ouvert est stable sous o
et contient l'origine Ay. Son complément est un fermé stable sous o qui ne contient

172 un fermé de

pas Aq. Puisque o agit avec des valeurs propres de valeur absolue ||
Hom(Tg,(A,), Tg,(R,)) stable sous o est nécessairement stable sous I'action de G,,. Le

fait que ce fermé ne contient pas 'origine A, implique qu’il est vide. U

7.6. Etude sur une base hensélienne. — Dans ce paragraphe, nous allons étudier le
cap-produit au-dessus d’une base hensélienne et analyser la suite spectrale aboutissant a
la cohomologie de la fibre spéciale.

7.6.1. — Soit maintenant S un schéma strictement hensélien avec un morphisme
€ : S — Spec(k) ou £ est le corps résiduel de S. Notons s le point fermé de S. La fibre
Ap, s’identifie alors avec €, Ap. On en déduit par adjonction un morphisme

G*AP,s — A.
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En restreignant le cap-produit 7.4.2 & €*Ap ;, on obtient une fleche

AP,S Xﬁ Qj _)ﬁ Qf
qui définit une action de ’algebre graduée Ap, = P, /\iTQj (Py)[¢] sur le complexe f; Qg

En particulier, on a un morphisme
Tg, (P) KAQ, — £Q,[—1].
On en déduit un morphisme entre les tronqués pour la ¢-structure perverse :
Tg, (P) B '7="(fQy) — 75" (£Qy)

pour tout n € Z. Ceci induit un morphisme entre les faisceaux pervers de cohomologie
en degrésnetn— 1

T, (P) X /H"(1Qy) — "H"' (£ Qy)
d’ott une action de Ap sur la somme directe ), f’H”(ﬁQl).

7.6.2. — Cette fleche est compatible avec celle construite a la fin de 7.4.6. Par
rapport a la décomposition par le support

Q) = PK;

ae

elle s’exprime en termes d’une matrice ayant ’entrée indexée par un couple (o, @’) un
élément de

Tg,(P)* ® Hom(K], K!").

Les fleches diagonales sont compatibles avec celles de 7.4.7 alors que les fleches non
diagonales sont ici clairement nulles car Hom(K?, KZ,_l) =0sia#a'.

7.6.3. — La filtration /75" (£Q,) de fiQ, définit une suite spectrale
EJ" = H'("H'(f@,),) = HI*' (M)

équivariante par rapport a I'action de Ap,. Cette suite spectrale est convergente car le
complexe Q) est borné. On dispose donc sur la somme directe

H; (M,) = D H;(M,)[—]

d’une filtration décroissante I"H,(M,) telle que

F"H, (M) /F" ' H.(M,) = D EL [=m — n).
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L’action de Ap; sur H?(M,) respecte cette filtration. [’action induite sur les gradués
associés a la filtration F"H,(M,)

@ EZ'[—m —n]

n

se déduit de son action sur les E5*" qui a son tour se déduit de Iaction graduée de Ap,

sur @, "H'(£Qy)[—n].

7.6.4. — Mettons-nous maintenant sous les hypothéses de 7.2.2. On a en particu-
lier i = /.. En disposant également de la pureté, il existe un isomorphisme non-canonique
sur S ®; £

£Q =~ H' Q) [—n).

neZ

Cet 1somorphisme subsiste quand on le restreint a ’hensélisé strict S; d’un point géo-
métrique s de S de sorte que les suites spectrales 7.6.3 dégénérent en Ey c’est-a-dire
Em'n — Em,n

co T 2 ¢

7.6.5. — Au niveau des faisceaux pervers de cohomologie, on dispose d’une
décomposition canonique par le support

'H'(£,Q,) = @Kg.

ae

On a remarqué dans 7.6.2 qu’au-dessus d’une base strictement hensélienne, I’action de
Ialgébre graduée Ap, sur la somme directe P, ’H"(£,Q,) respecte la décomposition
selon le support. Il est bien tentant de rechercher un isomorphisme

£Q = P H'(Q)

meilleur que les autres qui soit en particulier compatible a 'action de Ap; définie dans
7.6.1. On pourrait dans ce cas utiliser la liberté de I’aboutissement de la suite spectrale
pour conclure la démonstration de 7.4.10. Toutefois, une décomposition en somme di-
recte de /,Q; compatible a Paction de Ap,, ne semble pas exister.

On peut néanmoins démontrer 7.4.10 en se fondant sur la dégénérescence de la
suite spectrale et en procédant par récurrence sur les strates. C’est ce qu’on va faire dans
le paragraphe suivant.

7.7. Liberté par récurrence. — Dans ce paragraphe, on va terminer la démonstration
de la propriété de liberté 7.4.10 et donc aussi celles de I'inégalité d’amplitude 7.3.2, de
I'inégalité delta 7.2.2.
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7.7.1. — Nous démontrons la proposition 7.4.10 par une récurrence descendante
sur la dimension de Z,. Soit & € A 'élément maximal tel que Zg, soit S ®; & tout en-
tier. Soit Vi, un ouvert dense de S ®; k assez petit au sens de 7.4.8. Pour a % oy, les
autres strates Z, n’ayant pas d’intersection avec V,, la restriction du faisceau pervers de
cohomologie “H"(£,Q;) a V,, est un systtme local avec un décalage

PH(6Q)lu,, = K [dim(S)].

Lci, K, est un systeme local semi-simple sur Uy, pur de poids n par hypothése de pureté
de 7.2.2.

Comme dans 7.4.8, au-dessus de 'ouvert V,,, le faisceau des modules de Tate
T, (P) se dévisse en une suite exacte

0— Tg, (Rg) = Tg, (Py) > T, (A,) = 0

ou Tg,(A,) est un systeme local pur de poids —1 et Tg,(Rq,) est un systeme local pur
de poids —2. Comme expliqué dans 7.4.9, I'action du module de Tate

Tg, (Po,) ® K, — Ko

se factorise par Tg, (Ay,) par la raison de poids.
La premiére étape de la récurrence consiste a montrer que pour tout point géomé-
trique uy, de Vo, la structure de Ay, -module qui s’en déduit sur la somme directe

H'(M,,) = P H' O, )=l = PK;,  [-n+dim(S)]
n n
fait de celle-ci un module libre.

D’apres 7.4.11, cette assertion est indépendante du choix de u,,. On peut en fait
supposer que le point géométrique g, soit défini sur un corps fini. Comme dans 7.5.3,
il existe alors un quasi-relevement Ay, — Py, de sorte que action Ay, sur H*(M,, )
provient d’une action géométrique de Ay 4, sur M, . On utilise maintenant hypothese
que la fibre M, est projective pour conclure que H*(M,, ) est un module libre sur
Ay, cOmme dans le lemme 7.5.1.

7.7.2. — On utilisera la propriété de liberté de la cohomologie de la fibre M,
pour déduire la liberté du systéme local gradué K, comme A 5, -module. La difficulté est
de contréler le bruit causé par les K, avec o’ € 2 tel que Z,, soit strictement contenu dans
Z,. Notons que par récurrence, on peut supposer que pour ces &', Ky est un module
libre sur Ay, .

Prenons un point géométrique %, de V, au-dessus d’'un point a valeur dans un
corps fini. Soit S,, ’hensélisé strict de S en u,. La construction de 7.6.1 s’applique a S, .
On dispose donc d’une action de Ap,, sur la restriction de £,Q, 4 S,,

(7.7.3) Ap, R (6Qls,) = (hQuls,)-
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Comme dans 7.6.1, celle-ci induit une action graduée de Ap,, sur la somme directe de
faisceaux pervers de cohomologie dont la partie de degré —1 s’écrit

Tg, (P,) @ "H'(£.Q))ls, > "H' (£, Q)ls,
D’apres 7.6.2, cette fleche s’exprime en termes d’une matrice diagonale suivant la dé-
composition canonique de “H"(£,Qy) et PH"!(£,Q,) par le support

'H'(£,Q)) = EPK..

aell

Autrement dit, la décomposition en somme directe

D) = DK

n ael

respecte la structure de Ap , -modules gradués.
Le point géométrique %, étant défini sur un corps fini, d’apres 7.5.3, il existe un
quasi-reléevement A,, — P,, qui induit une décomposition canonique en somme directe

Tg, (P,) =Tg (R,) ® Ty, (A,).

On en déduit donc une fleche
Tg, (Ay) ® "H'(LQ)ls, = "H"' (£ Q)ls,

laquelle se décompose d’apres ce qui précede, en une somme directe des fleches
To, (A) ® Kl s, = Ki'ls,

sur 'ensemble des indices o’ € 2 tels que Z, soit contenu dans Z,.

Proposition 7.7.4. — Pour tout o’ € U tel que Z.o, soit strictement contenu dans 2y, pour tout
entier m, le Qy-espace vectoriel gradué

Pu )il
neZ
est un Ay, -module libre.

Démonstration. — Au-dessus de V, on a une fleche canonique entre systémes locaux
gradués

AAO/ ® ]Ca’ — ’Ca’

définie dans 7.4.9. D’apres 'hypothése de récurrence, pour tout point géométrique %, de
Vy,lafibre de KCy en ug est An, ., -module libre. D’apres le théoréme de décomposition,
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Ko est un systéme local gradué semi-simple. En appliquant le lemme 7.4.11, on sait qu’il
existe un systéme local gradué E, sur V, et un isomorphisme

ICO[/ ~ AAo/ R E,

en tant que A, ,-modules gradués.

Cette factorisation continue a exister sur 'intersection V, NS, . Notons y, le point
générique de Vo NS, et J,» un point géométrique au-dessus de y,,. On a alors un iso-
morphisme de représentations de Gal(y,/9y)

Lo, =A A, ®Ey 5, -
Lemme 7.7.5. — Sous Uhypothese que Tg, (P) est polarisable comme dans 7.1.4, pour tout
relevement homologique B : T, (A,,) = Tq, (P.,), lapplication
Tg, (A,) = Tg, (As,)

qui s’obtient en composant B avec la fleche de spécialisation T, (P,,) — Tq,(P; ) suwvie de la pro-
Jection canomque T'gy, (P5, ) - T, (As,) est mgective. De plus, 1l existe un complément de Tgy, (A,,,)
dans L, (A;,,) qui est Gal(yy [ yer)-stable.

Démonsiration. — La fleche de spécialisation Tg, (P,,) — Tg, (P;,,) est compatible a
la forme alternée de polarisation. N'importe quel relevement homologique Tg, (A,,) —
Tg,(P,,) est compatible avec la forme alternée qui est nulle sur la partie affine Tg,(R,,)
de sorte que I'application Tg, (A,,) = Tg, (P;,,) quis’en déduit est aussi. Il s’ensuit que
Tg,(A,) = Tg,(A;5,) est injective et que 'orthogonal de T, (A,,) dans Tg, (A;,,) est
un complément Gal(y,/y,)-stable. O

Continuons la démonstration de 7.7.4. La décomposition en somme directe 7.7.5
Tq (A5,) =Tg,(A,) ®U

de représentations de Gal(y,/yy) induit un isomorphisme de représentations de
Gal(yy /ya)

Ar, =Aa, ® AU)

ot A(U) =@, A'(U)[i]. Ceci implique une factorisation en produit tensoriel de repré-
sentations de Gal(yy /94)

Kejs, =As, @ AU) @ Eqy 5,
Il existe donc un isomorphisme
XE,

ICO!’ |Va/ﬂsa = AA

Uy
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ou E/, est un systeme local sur V, N'S,. Puisque le produit tensoriel externe avec Aa,
commute avec le prolongement intermédiaire de Vo, NS, a Zy, NS, et avec le foncteur
fibre en uy,, la proposition 7.7.4 s’en déduit. O

Considérons maintenant la suite spectrale 7.6.3
EiQn,n — Hm(pHng;Qj)ua) = Hm+n(Mua)

qui dégénére en Ey d’aprés 7.6.4. On obtient ainsi une filtration de
H=PHM,)[-]
J
dont le m-ieme gradué est
H'"(GB PH"(ﬁQj)m[—n]) [—m].

Cette filtration est stable sous I'action de A,,, . Son action sur le m-iéme gradué se déduit
de I'action de Ay, sur la somme directe

& 1 (L.Q)[—xls,

et donc de celle sur les K, /|g,. Ce m-ieme gradué se décompose donc en une somme
directe de A, -modules gradués

H(@ @Kg/’ua[—n])[—m].
o' nel

Pour @ # a, on sait déja que H"(€D,., K}, [—n]) est un Ay, -module libre ¢f.
7.7.4. Pour o' = a, on a H"(K,,,) = 0 sauf pour m = — dim(Z,). On obtient ainsi une
filtration de H par des sous-A,,, -modules

0CH cH cH=HOM,)
J

tels que H" et H/H” sont des A, -modules libres et tels que
H'/H =1,,,.

D’apres 7.5.4, on sait que H est aussi un Ay, -module libre. On va en déduire que Ly,
est aussi un A, -module libre par une propriété particuliere de 'anneau Ay, .
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Puisque A,,, est une algebre locale, tout A, -module projectif est libre. La suite
exacte

0—->H' —-H-—H/H—0

avec H et H/H" libres, implique que H” est aussi libre.

Notons aussi que Ay, est une Q[-algébre de locale dimension finie ayant un socle
de dimension un. On en déduit que le dual (A, )" de Ay, en tant que Q,-espaces
vectoriels est un A, -module libre. Considérons la suite exacte duale

0—- H'/HY - H") - H) =0

ou (H”)* et (H)* sont des Ay, -modules libres. Il s’ensuit que (H”/H')* est un Ay, -
module libre de sorte que H”/H' I’est aussi.

7.8. Le cas de la fibration de Hitchin. — Appliquons le résultat de cette section au cas
de la fibration de Hitchin, plus précisément au morphisme J M — A muni de
Iaction de g™ : Pt s AM Tci, M et P ne sont pas des schémas mais des champs
de Deligne-Mumford de type fini ¢f 6.1.3. On sait que P est lisse sur A d’apres 4.3.5
et que M™™ est lisse sur £ d’aprés 4.14.1. D’apres 4.15.2, Paction de £ sur M* a des
stabilisateurs affines. D’aprés 4.16.4, le morphisme f ani est plat de dimension relative d et
il en est de méme de 3. D’aprés 5.5.4, le faisceau 7, (£*) est un quotient fini du fais-
ceau constant X,. Le module de Tate est polarisable d’aprés 4.12.1. Le morphisme £
est propre sans étre projectif, néanmoins M est homéomorphe a un schéma projectif
M au-dessus de A d’aprés 6.1.3.

Il y deux fagons d’appliquer de I'inégalit¢ 7.2.3 a notre situation. La premiere est
de remplacer M par M qui est projectif sur 4™, Le faisceau constant Q, sur M* e
pur car le champ M qui lui est homéomorphe, est lisse. On peut remplacer le Champ
de Picard de Deligne Mumford pani par le schéma en groupes $°*" défini a I'aide d’un
rigidificateur 4.5.6. Ici ™ est de dimension relative plus grande que ¢, mais adapter
7.2.3 a cette situation n’est qu'une question de numérologie.

En fait, il y a une fagon de procéder beaucoup plus économique. Elle consiste a
remarquer que I'intégralité de démonstration de 7.2.3 s’adapte telle quelle aux champs
de Deligne-Mumford a I'exception du lemme 7.5.1 ot on a supposé que la fibre M, est
projective. Mais d’apres 4.15.2, on sait que M, est homéomorphe a un schéma projectif
de sorte que 7.2.3 s’applique. Notons aussi qu’au lieu d’utiliser 4.15.2 et 7.5.1 combinés, il
sera encore plus économique d’appliquer directement la formule de produit 4.15.1 pour
obtenir la conclusion de 7.5.1. Dans la situation de la fibration de Hitchin ou on dispose
d’une formule de produit, le paragraphe 7.5 n’est en fait pas nécessaire.

7.8.1. — On dispose d’une stratification ¢f. 5.6.6

Aani — I_l e)&gni

6eN
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telle que pour tout a € A (k), la dimension de la partie affine de £, vaut 8. Nous conjec-
turons que pour tout §, nous avons

Codim(a‘igni) > 4.

L’indice le plus fort en faveur de cette conjecture est le cas de caractéristique zéro dont
une démonstration est esquissée dans [60, p. 4]. A défaut de disposer d’une démonstration
de cette conjecture en caractéristique p, nous devons recourir a un stratageme :

7.8.2. — Supposons qu’il existe des entiers § tels que codim(g‘{)g“i) < §, nous
noterons §2*(D) le plus petit d’entre eux. Il est important de noter la dépendance de
822(D) il existe en fonction de G et du fibré inversible D. D’apres 5.7.2, on sait que
pour le groupe G fixé, Pentier §2*4(D) tend vers P'infini avec deg(D). Notons

Abad — |—I Agni

§2824(D)

et
(Agood Adnl Abad

Par construction, au-dessus de 4! /™ et g™ forment une fibration abélienne §-
> >
réguliere.

Théoréme 7.8.3. — Soit "H" (f WiQ), ) le plus grand facteur direct de "H" (f a“‘Qj) ou X,
agit trivialement. Sotent K un facteur pervers géométriquement irréductible de "H" (f Q) et 7 le
support de K. Supposons que 7.0 AS°Y £ (. Alors 7. = A™.

Démonstration. — Puisque P est 8-régulier au-dessus de AL on a I'inégalité
codim(Z) > ;. En appliquant 7.2.3 avec le trivial kappa, on a d’une part I’égalité
codim(Z) = §; et d’autre part I'existence d’un ouvert U de A™ et d’un systeme local
L sur UNZ tel que %L, 7 étant 'immersion fermée Z N U — U, soit un facteur direct de

H?(£,Q,),|U. Or on sait d’aprés 6.5.1 que ce dernier est un faisceau constant sur A
de sorte que UNZ = U et donc Z = A™. U

7.8.4. — L’application de 7.2.3 a la partie k est plus subtile car a priori 1l est
possible que 4% N A, = @. En effet, 4, est la réunion de Ay, H étant les groupes
endoscoplques associés aux données endoscopiques pointées (k, p?) et la codimension
de Ay dans A est un multiple de deg(D). Néanmoins, il n’est pas nécessaire de savoir
que la fibration abélienne est §-réguliere pour appliquer les inégalités 7.2.2 et 7.2.3, il
suffit en fait de connaitre I'inégalité codim(Z) > §;, pour les supports Z possibles.
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En remplagant G par un groupe endoscopique H, on a un entier §74(D), un sous-
schéma fermé

1bad __ 1 ani
‘AH - |_| ABH

S35 (D)
. . 7 good 7 7
et son ouvert complémentaire Aj . = Ay — AR

Théoreme 1.8.5. — Soit "H"(f*Qy), le plus grand facteur direct de "H"(f arllQj) ou X,
agit a travers le caractére k. Sotent K un facteur pervers géoméiriquement irréductible de "H" (f WiQ),),
et 7. le support de K. Alors, 1l existe une donnée endoscopique pointée (i, p?) telle que Z. est inclus dans
D (sy) on H est le groupe endoscopique attaché a (., pe)etv: Ay — A est Pimmersion_fermée qui
s’en déduat.

St on suppose de plus que 7. N f)(a‘iﬁmd) = 0, alors 7. = D(ADY).

Démonstration. — On sait que Z C s, ou ¢/ 6.3.3
Ac= | | 9(As)
(Kﬂ;’g)

de sorte que le fermé irréductible Z est contenu dans 'une des composantes irréduc-
tibles V(sAp, ). On va noter simplement H le groupe endoscopique attaché a la donnée

endoscopique (k, p?) tel que Z C D (). Soit Zy le fermé de Ay tel que Z =v(Zn).
Supposons que Zy N A%‘md # (, alors on a I'inégalité

codim(Zy) > dy.7,

ou dy est la fonction delta pour le champ de Picard #y sur Ay. D’apres 4.17.3 et 4.17.1,
on sait que pour tout ay € Aam (k), la différence

8(V(an)) — du(an)
est indépendante de ay et vaut exactement la codimension de U (Ag) dans 4. On a donc
codim(Z) > éx(ag) + codim(f)(a‘{uH)) =6y.

En appliquant 7.2.3, il existe un ouvert U de A et un systéme local non trivial
sur ZN U tel que ¢ L, ¢ étant 'immersion fermée ¢ : ZN U — U, soit un facteur direct de
HQd(ﬁ(‘“in)K. D’apres 6.5.1, on sait alors que ZNU = f)(a‘iH) N U de sorte que finalement
7=V (An). O
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8. Comptage de points

Dans ce dernier chapitre, nous complétons la démonstration du théoréme de sta-
bilisation géométrique 6.4.2 ainsi que celle des conjectures de Langlands-Shelstad 1.11.1
et de Waldspurger 1.12.7 en s’appuyant sur les théoremes 7.8.3 et 7.8.5.

La démonstration est fondée sur le principe suivant. Soient K, Ky deux complexes
purs sur un k-schéma de type fini S irréductible. Supposons que tout faisceau pervers
géométriquement simple présent dans K, ou Ky a pour support S tout entier, alors pour
démontrer que K, et Ky ont la méme classe dans le groupe de Grothendieck, il suffit
de démontrer qu’il existe un ouvert dense U de S tel que pour toute extension finie £
de £, pour tout u € U(K), les traces du Frobenius oy de £ sur K, , et Ky, sont égales.
L’égalité dans le groupe de Grothendieck implique qu’on ait la méme égalité mais pour
tout point s € S(£). Ce qui fait toute la force du théoréme du support est que le comptage
de points dans une fibre au-dessus d’un point d’un petit ouvert U devrait étre beaucoup
plus agréable que dans une fibre quelconque .

On va donc établir des formules générales pour le nombre M, (k) des k-points
dans une fibre de Hitchin anisotrope. Plus précisément, on veut une formule pour la par-
tie stable §M, (k). La formule de produit 4.15.1 permet d’exprimer ce nombre comme
un produit du nombre §P° (k) des k-points de la composante neutre de &, et des nombres
de points dans des quotients de fibres de Springer affine ¢/ 8.4. Pour ces quotients des
fibres de Springer affines, un comptage plus ou moins direct donne comme résultat
une intégrale orbitale stable ¢f 8.2. On a aussi la variante du comptage avec une «-
pondération qui donne lieu aux k-intégrales orbitales. A chaque fois, il s’agit du comp-
tage de points d’'un champ d’Artin de la forme [M/P] ou M est un A-schéma et ou P
est un k-groupe algébrique agissant sur M. Ce formalisme est rappelé dans 8.1 en méme
temps qu’'une formule des points fixes ad hoc qui a été démontrée dans 'appendice A.3
de [54].

Pour a € A°(k), les quotients des fibres de Springer affines sont tous triviaux de
sorte que fM, (k) est égal au nombre jiﬂ’ao(/f) ou c‘?ao est essentiellement une variété
abélienne. Ceci permet de démontrer I’égalité des nombres M (k) et My ,(k)s pour
a € A% (k) associés a deux groupes G| et Gy ayant des données radicielles isogénes. Le
théoréeme de support 7.8.3 permet de prolonger I'identité¢ a a € (A™ — AP*) (k). On
obtient ainsi assez de points globaux pour obtenir toutes les intégrales orbitales stables
locales en faisant tendre deg(D) vers 'infini. On démontre ainsi le lemme fondamental
non standard conjecturé par Waldspurger ¢f 8.8. En renversant ’argument global-local,
on peut prolonger lidentité M (k) = Mo (k) & tout a € A™ (k).

La démonstration de la conjecture de Langlands-Shelstad suit essentiellement la
méme stratégie avec un peu plus de difficultés techniques. Pour @y € A5 (k), les inté-
grales orbitales stables locales de ay sont triviales mais les k-intégrales orbitales locales
dans G du point a correspondant ne le sont pas nécessairement. Toutefois, en rétrécissant
encore plus o‘iﬁ, on peut supposer que ces k-intégrales orbitales locales non triviales sont
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aussi simples que possible. Le calcul de ces intégrales locales simples est bien connu et se
rameéne au cas SL(2) traité par Labesse et Langlands. On le reprend dans 8.3. En com-
binant ce calcul avec le théoréeme du support 7.8.5, on obtient la partie du théoréme de
stabilisation géométrique sur Pouvert A% — A% £ 8.5. De nouveau, en faisant tendre
deg(D) vers 'infini, on obtient toutes les intégrales orbitales locales et on démontre ainsi
le lemme fondamental ¢f 8.6. En renversant I’argument global-local, on obtient comple-
tement le théoréme de stabilisation géométrique 6.4.2.

8.1. Remarques générales sur le comptage. — Nous allons fixer dans ce paragraphe un
cadre pour les différents probléemes de comptage que nous devrons résoudre dans la suite.
Nous allons aussi préciser les abus de notations que nous allons pratiquer systématique-
ment dans ce chapitre. Dans ce paragraphe et contrairement au reste de I’article, la lettre
X ne désigne pas nécessairement une courbe.

8.1.1. — Soit M un £-schéma de type fini. D’apres la formule des traces de
Grothendieck-Lefschetz, le nombre de £-points de M peut étre calculé comme une
somme alternée de traces de I’élément de Frobenius o € Gal(k/k)

EM(R) =) (—1)"tr(o, H/(M))

ou H}(M) désigne le n-ieme groupe de cohomologie a support compact H}(M ®; k Q)
de M ®; £.

Nous aurons besoin d’une variante de cette formule des traces dans le contexte
suivant. Soit M un £-schéma de type fini ou plus généralement un champ de Deligne-
Mumford de type fini, muni d’une action d’un A-groupe algébrique commutatif de type
fini P. Nous voulons relier la trace de o sur une partie de la cohomologie a support
de M avec le nombre de points du quotient X = [M/P] et le nombre de points de la
composante neutre de P. C’est le contenu de I'appendice A.3 de [54] que nous allons
maintenant rappeler et généraliser légérement.

8.1.2. — Soit donc X = [M/P] comme ci-dessus. On va écrire X pour le grou-
poide X(/_f), M pour 'ensemble M(k) et P pour le groupe P(k). Par définition, I’ensemble
des objets de X = [M/P] est 'ensemble M. Soient m,;, my € M. Alors I’ensemble des
fleches Homx (m,, my) est le transporteur

Homy (my, mg) = {p € Plpm; = my}.
La régle de composition des fleches se déduit de la multiplication dans le groupe P.
8.1.3. — L’action de I’élément de Frobenius o € Gal(/_c/ k) sur M et P induit une

action sur le groupoide X = [M/P]. Le groupoide X(£) des points fixes sous I’action de
o est par définition la catégorie dont
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— les objets sont les couples (m, p) oum € M et p € P tels que po (m) =m;
— une fleche % : (m, p) — (', p’) dans X(k) est un élément % € P tel que him = m/
et p/ = hpo (h)~'.

La catégorie X (k) a un nombre fini de classes d’isomorphisme d’objets et chaque objet a
un nombre fini d’automorphismes. On s’intéresse a la somme

1
RE® = Z f Autx g (x)

xeX(k)/~

ou x parcourt un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme des objets de

X(k).

8.1.4. — Soit X = [M/P] comme ci-dessus et soit x = (m, p) un objet de X(k).
Par définition des fleches dans X(£), la classe de o -conjugaison de p ne dépend que de la
classe d’isomorphisme de x. Puisque P est un £-groupe de type fini, le groupe des classes
de o-conjugaison de P s’identifie canoniquement a H' (£, P). Notons cl(x) € H' (%, P) la
classe de o-conjugaison de p qui ne dépend que de la classe d’isomorphisme de x. D’apres
un théoréme de Lang, H' (k, P) s’identifie & H' (£, 7ro(P)) ou 7o (P) désigne le groupe des
composantes connexes de P ®; & qui est donc un groupe fini commutatif muni d’une
action de o. Ainsi, pour tout caractére o-invariant « : 7,(P) — QJ°, pour tout objet
x € X(k), on peut définir un accouplement

(cl(x), k) = K (cl(x)) € Q

qui ne dépend que de la classe d’isomorphisme de x. On peut donc définir le nombre de
points de X(£) avec la k-pondération

X, = Y AW

X/~ f Autx ) (x)

ou x parcourt un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme des objets de

X (k).

8.1.5. — Le groupe P agit sur les groupes de cohomologie H”(M) a travers son
groupe des composantes connexes 77y (P) d’aprés le lemme d’homotopie. On peut former
le sous-espace propre H'(M), de H?(M) de valeur propre k. Puisque k est o-invariant,
o agit sur H’(M),.

On a la variante suivante de la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz dé-
montrée dans I'appendice A.3 de [54].
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Proposition 8.1.6. — Sotent M un k-schéma de type fini, P un k-groupe commutatsf de type
Sfine agissant sur M et X = [M/P]. Alors la catégorie X (k) a un nombre fini de classes d’isomorphisme
dobjels el chaque objet a un nombre fini d’automorphismes. Pour tout k : wo(P) — Q) un caractére
o -wnvariant, le nombre 8 X(k), a Uinterprétation cohomologique suivante

8P (k)8 X (k) = Z(— D" tr(o, Hi(M),)

ot P est la composante neutre de P.

Nous renvoyons a [54, A.3.1] pour la démonstration. On peut considérer deux
exemples instructifs qui expliquent pourquoi il faut séparer le réle de P° de 7,(P).

Exemple 8.1.7. — Supposons que M = Spec(k) et que P est un groupe fini sur
lequel o agit. Soit X = [M/P] le classifiant de P. Alors les objets de la catégorie X(£)
sont les éléments p € P alors que les fleches p — p' sont les éléments 4 € P tels que p' =
hpo (B)~'. On a alors

gP

ﬁX(k):ﬁ—le.

Par ailleurs, pour tout caractére o-invariant k¥ : P — QZ non trivial, on a § X (%), = 0.

Exemple 8.1.8. — Soient M = Spec(k) et P = G,,. Soit X = [M/P] le classifiant de
G,.. Les objets de X(k) sont de nouveau les éléments p € P alors que les fleches p — p/
sont les éléments & € P tels que /' = hpo (k). D’aprés Lang, tous les éléments de £ sont
o-conjugués de sorte qu’il n’y a qu’une seule classe d’isomorphisme d’objets dans X(k).
Le groupe des automorphismes de chaque objet de X (k) est £* et a donc ¢ — 1 éléments.

On a donc §X(k) = (¢ — 1)7".

Pour étudier le comptage des points dans les fibres de Springer affines, nous avons
besoin d’une variante de la discussion précédente pour le cas ou M et P sont localement
de type fini et ou [M/P] a une propriété de finitude raisonnable.

Soient M un £-schéma localement de type fini et P un £-groupe commutatif loca-
lement de type fini agissant sur M. Pour que le quotient [M/P] soit raisonnablement fini,
nous faisons en plus les hypothéses suivantes.

Hypothese 8.1.9.

(1) Le groupe des composantes connexes 7,(P) est un groupe abélien de type fini.

(2) Le stabilisateur dans P de chaque point de M est un sous-groupe de type fini.

(3) Il existe un sous-groupe discret sans torsion A C P tel que P/A et M/A sont
de type fini.
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La derniere hypothese nécessite d’étre commentée. Puisque le groupe A est sans
torsion, il agit sans points fixes sur M puisque le stabilisateur dans P de n’importe quel
point de M est de type fini et en particulier a une intersection triviale avec A. De plus, si
I’hypothese est vérifiée, elle est vérifiée pour n’importe quel sous-groupe A’ C A d’indice
fini et o -invariant.

8.1.10. — Il faut aussi expliquer comment construire un sous-groupe discret sans
torsion A de P tel que P/A soit de type fini. Le groupe P admet un dévissage canonique

1Pl P— myP)* -0

ot 715 (P)"™ est le quotient libre maximal de 7 (P) et ot P est le sous-groupe de type fini
maximal de P. Puisque 775(P)"™ est un groupe abélien libre, il existe un relévement

y (P — P

qui n’est pas nécessairement o -équivariant. Puisque P! est un k-groupe de type fini, la
restriction de ¥ a A = N7y(P)™ pour N assez divisible est o-équivariante. On obtient
ainsi un sous-groupe discret sans torsion P. L’hypothese (3) est équivalente a ce que le
quotient de M par ce sous-groupe discret sans torsion est un k-schéma de type fini.

8.1.11. — Considérons le quotient X = [M/P]. Le groupoide X(%) des points
fixes sous o a pour objets les couples x = (m, p) avec m € M et p € P tels que po (m) = m.
Une fleche 4 : (m, p) — (n, p') est un élément & € P tel que hm = m' et p/ = hpo (h)~". Soit
P, le groupe des classes de o -conjugaison dans P. La classe de o -conjugaison de p définit
un élément cl(x) € P, qui ne dépend que de la classe d’isomorphisme de x. Puisque m est
défini sur une extension finie de %, cl(x) appartient au sous-groupe

cl(x) e H' (k, P)
qui est la partie torsion de P,.

Lemme 8.1.12. — Tout caractere k - H' (k, P) — Qz( s’étend en un caractere d’ordre fimi
k:P,— Q.

Démonstration. — Soit P’ le groupe des composantes neutres de P. D’apreés le théo-
réme de Lang, tout élément de P° est o -conjugué a I’élément neutre. Il s’ensuit que I’ap-
plication P, — m((P), de P, sur le groupe des classes de o -conjugaison de 7y(P) est un
isomorphisme. Les caractéres & : P, — QJ sont donc les Q,-points du Q,-groupe diago-
nalisable de type fini (77y(P),)* = Spec(Qj[no(P)g]). Les caractéres « : H' (£, P) — QZ
forment le groupe 7y ((7ro(P),)*) des composantes connexes de (7y(P),)*. Tout élément
k € mo((7o(P),)*) peut se relever en un élément de torsion k € (7y(P),)*. UJ
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Le quotient X = [M/P] est clairement équivalent a [(M/A)/(P/A)] ou M/A et
P/A sont de type fini. En particulier, I’ensemble des classes d’isomorphisme des objets de
X(k) est fini et le groupe des automorphismes de chaque objet est fini. Pour tout caractére
k:H'(k, P) — QZ , on peut donc former la somme finie

(cl(x). &)
EX(Be= )
e~ ft Aut(x)

Soit & : P— Q) un caractére o-invariant d’ordre fini qui représente k. On peut alors
choisir un sous-groupe discret A C P tel que la condition (3) de 8.1.9 soit vérifiée et
tel que la restriction k & A est triviale. Notons encore par k le caractére de P/A qui
s’en déduit. Notons H”(M/A); le sous-espace propre de H’(M/A) de valeur propre k.
L’énoncé suivant est un corollaire immédiat de 8.1.6.

Proposition 8.1.13. — On a la_formule
P (REX (B = Y (= 1)"tr(o, HI(M/A)g).

De plus, st A" C A est un sous-groupe de rang maximal et o -invariant alors on a un isomorphisme
canonique

H}(M/A")e — H](M/A);
pour chaque entier n.

Démonstration. — Comme A est un sous-groupe sans torsion de P, son inter-
section avec la composante neutre P’ est triviale. Par conséquent, ’homomorphisme
P’ — P/A induit un isomorphisme de P’ sur la composante neutre de P/A. En com-
parant avec 8.1.6, on obtient la formule qu’on voulait. 0J

En pratique, cette proposition est utile pour comparer et pour controler la variation
de la somme §X(£'), quand on prend les points a valeurs dans une extension finie £ de
k variable. Soit m = deg(k’'/k). Pour toute classe d’isomorphisme x" de X(£'), on a une
classe de 0™-conjugaison dans P. Puisque « : P — Qf est o-invariant, il est a plus forte
raison o”-invariant de sorte qu’on peut définir I'accouplement {(cl(x), k) € Q. On a
alors la formule

#PY ) EX () = Y (= 1)"tr(0”, HI(M/A)g).

) Corollaire 8.1.14. — Soient X = [M/P] et X' = [M'/P'] comme ci-dessus. Sowent kc : P —
Q) etk : P — Q deux caractéres o -invariants d’ordre fini. Supposons qu’il existe un entier m tel
que pour toute extension k' | k de degré m' > m, on a

tP (KX (K), = P (K)EX (K)o
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Alors, on a légalité

1P (X (), = 1P (DX (B,

Nous allons maintenant étudier deux exemples jumeaux qui sont parmi les fibres

de Springer affines les plus simples. Dans ces cas, on peut calculer directement les
nombres § X (k),.

Exemple 8.1.13. — Soient A un tore déployé de dimension un sur £ et X, (A) son
groupe des cocaracteres. Considérons une extension

]l > A—->P—->X,(A)— 1.
Le faisceau RHom(X,(A), A) est concentré en degré 0 avec
Hom(X,.(A),A) =G,,.

Puisque H' (£, G,,) = 0, on peut scinder la suite exacte ci-dessus et en particulier, il existe
un isomorphisme

P~ A x X,(A).

Dans les deux cas, on a un isomorphisme P = G,, X Z sur k.

Considérons la chaine infinie de P! obtenue a partir de la réunion disjointe |_|, P”
ot P? désigne la i-iéme copie de P', en recollant le point infini 0o; de P} avec le point zéro
0,41 de P ;. Le groupe G,, x Z agit sur |_|,P? de fagon compatible avec le recollement
de sorte qu’il agit encore sur la chaine.

Considérons un £-schéma M muni d’une action de P tel qu’apres le changement de
base a k, M est isomorphe a la chaine infinie de P' munie de Paction de G,, X Z comme
ci-dessus. On a en particulier une stratification M = M, LI M, ou M est un torseur sous
P et ou M, est un torseur sous le groupe discret X, (A). Le groupoide X = [M/P] a
essentiellement deux objets x; et xy avec Aut(x;) = A et Aut(xp) trivial. On a aussi deux

classes de cohomologie
cli, cly € H'(k, P) = H' (£, X, (A)).
Il y a exactement trois possibilités pour ces classes.

(1) Si A= G,, alors X,(A) = Z. Dans ce cas, on a I'annulation de H'(£, X, (A)).
On a alors la formule

1 q
IXh)=1+—-=——
g—1 qg—1
qu’il est plus agréable de retenir sous la forme

FAMREX(E) = qg.
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(2) Supposons que A est un tore de dimension un non déployé sur £. Il a donc
¢ + 1 points a valeurs dans £. Dans ce cas X, (A) est le groupe Z muni de
Iaction de o donnée par m > —m. Le groupe H' (k, X, (A)) a deux éléments et
ses éléments peuvent étre décrits explicitement comme suit. Un X, (A)-torseur
E sur £ est un espace principal homogéne E sous Z muni d’une application
o : E — E compatible avec I'action de o sur Z donnée ci-dessus. Pour tout
¢ € E, la différence o (¢) — ¢ est un entier dont la parité est indépendante du
choix de e. Si o (¢) — e est pair, cl(E) est élément trivial de H' (£, X, (A)). Si
o (¢) — e est impair, cl(E) est I'élément non-trivial de H' (£, X, (A)).

Supposons maintenant que cly = 0. Alors, 1l existe exactement une copie
P! dans la chaine infinie stable sous o. Puisque A est le tore non-déployé, o
échange nécessairement 0, et 00,. Il s’ensuit que cl; # 0.

Sik:H'(k X.(A) — Qj est le caractére non-trivial, on a alors la formule

q

1
X(h)e=1—-—=—"_
AR® g+1  q+1

qu’il est plus agréable de retenir sous la forme

AR EX(K)e = ¢.

(3) Supposons toujours que A est le tore non-déployé mais considérons le cas ou
cly # 0. Il existe alors deux copies P} et P}, | échangées par o de sorte que dans
la chaine infinie M, le point commun 00; = 0,4, est o-invariant. Il en résulte

que cl; = 0. On a alors la formule
FAMREX(R) = —¢
ouk : H'(k, X, (A)) — Q? est le caractére non-trivial.

En supposant que M; a au moins un k-point, on a cly = 0 de sorte que la troisieme
possibilité est exclue. Avec cette hypothése, on constate que la formule

FABEXME) =¢

est valide dans tous les cas.

8.2. Comptage dans une fibre de Springer affine. — Dans ce paragraphe, nous étudions
le comptage de points dans une fibre de Springer affine en suivant essentiellement [26,
§15] mais en tirant profit du langage développé dans le paragraphe précédent. Comme
dans le paragraphe précédent, la notation x € X signifiera x € X (k). Lorsqu’il s’agit de
coefficients autres que £, on le précisera.

Soit v € |X]| un point fermé de X. Soient F, la complétion du corps des fractions
rationnelles I par la topologie v-adique et @, 'anneau des entiers de F,, £, le corps
résiduel. On note X, = Spec(0,) et X? = Spec(F,). Soit F, la complétion v-adique de
F =F ®; k. Soit O, ’'anneau des entiers de F,.
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8.2.1. — Soit a € ¢¥(09,) un X,-point de ¢ dont la fibre générique est semi-simple
et réguliére. La fibre de Springer affine réduite M (a) est un k-schéma localement de
type fini dont ’ensemble des A-points est

M (a) = {g € G(F,)/G(O,)]ad(9) "'y € §(O,))

ou Yy = €(a) est la section de Kostant au point a. Puisque les nilpotents ne jouent aucun
role dans la discussion qui va suivre, on va écrire simplement M, (a) a la place de Mfd(a).

8.2.2. — Soit J, = a*J I'image inverse du centralisateur régulier. Soit J| un X, -
schéma en groupes lisse de fibres connexes muni d’'un homomorphisme J' — J, qui induit
un isomorphisme sur la fibre générique. En particulier, ]/, peut étre le schéma en groupes
J? des composantes neutres de J, mais il sera plus souple pour les applications de consi-
dérer J' général.

8.2.3. — Considérons le -schéma en groupes localement de type fini Pred)
dont I’ensemble des £-points est

P =] () /1.(0,).

Lo . D (T @red T/ : :
De nouveau, on va écrire simplement &, (J) pour £.;°“(J/) car les nilpotents ne jouent pas
de réle dans la discussion qui suit. L’homomorphisme J! — ], induit un homomorphisme

Po(J,) = Pu()

qui induit une action de $,(J)) sur M,(a). D’apres 3.4.1, cette action vérifie I’hy-
pothese 8.1.9 de sorte qu’on peut envisager le nombre de -points du quotient
[M,(a)/P,(]))] ainsi que la variante avec une k-pondération. D’aprés 8.1.13, on sait que
ce sont des nombres finis qui ont une interprétation cohomologique. Dans ce paragraphe,
nous nous intéressons a la question d’exprimer ces nombres en termes d’intégrales orbi-
tales stables et de k-intégrales orbitales.

Commencons par comparer les k qui apparaissent dans le probléme de comptage
8.1 et ceux qui apparaissent dans la définition des k-intégrales orbitales 1.7.

. Lemme 8.2.4. — Supposons que la fibre spéciale de ]!, est connexe. Il existe un isomorphisme
canonique

H'(F,,J.) = H'(k, 2,(J))).
Démonstration. — D’aprés un théoréme de Steinberg, H' (F,, J,) = 0. Il s’ensuit que
H'(F,.J,) = H' (Gal(k/h), J.(F.)).

D’aprés un théoréme de Lang, on a 'annulation H' (/c,J;(@U)) =0 car J/ est un schéma
en groupes lisse de fibres connexes. Le lemme s’en déduit. O
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Proposition 8.2.5. — Supposons la fibre spéciale de ]/, connexe. Soit k& : H'(Fy, J,) — Q
un caractére et k - H'(k, P, (J,)) = Q) le caractére qui s’en déduit. Le nombre de k-points avec la
K -pondération de [ M, (a)/ Py (J.)] peut alors s’exprimer comme sut

FIMy (@) /P, J)1(R)e = vol(J,(0,), dt,) O (14, dty)

ou g, est la_fonction caracténistique de §(O,) et ou dt, est n’importe quelle mesure de Haar de J ,(F,).

Démonstration. — Rappelons la description de la catégorie

[Mo(0)/ P )1(R).

Un objet de cette catégorie consiste en un couple x = (m, p) formé d’un élément m €
M, (a) et d’un élément p € P,(J') tels qu’on ait ’égalité po (m) = m. Une fleche de (m, p)
dans (m/, p') dans cette catégorie consiste en un élément 2 € P,(J) tel que m' = hm et
P = hpo (b))~

Notons £,(J’), le groupe des classes de o-conjugaison de P,(J") et H' (k, P,(J))
le sous-groupe des cocycles continus. Pour chaque objet x = (m, p) comme ci-dessus, on
définit cl(x) € P,(J)), la classe de o-conjugaison de p qui appartient en fait au sous-
groupe

c(x) e H' (k, ,(J.)) = H'(F,, ].)-

Soit ¥y I'image de @ dans g par la section de Kostant. On a un isomorphisme canonique
J.=1, ¢f 1.4.3 sibien que cl(x) peut aussi étre vu comme un élément de H'(F,, L,,)).

Lemme 8.2.6. — Pour tout objet x de [M,(a)/P,(J)1(k), la classe cl(x) appartient au
noyau de I’homomonrphisme

H'(F,,1,,) - H'(F,, G).

Démgnstmtion_. — Soitx = (Z), m) comme ci-dessus. Soient g € G(F,) un représentant
de m € G(F,)/G(0O,) ety € I, (F,) un représentant de p. L’égalité¢ po (m) = m implique
que

g o (9) € G(O,)

s1 bien que cet élément est o-conjugué a I’élément neutre dans G(F,). Ainsi cl(x) €
H'(F,, I,) a une image triviale dans H!'(F,, G). ]

Continuons la démonstration de 8.2.5. Pour tout élément & dans le noyau de
H'(F,, L,) — H'(F,, G), considérons la sous-catégorie

[Mo(a)/ P ()] (k)
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des objets de [M,(a)/P,(J))1(k) tels que cl(x) =&. Nous nous proposons d’écrire le
nombre de classes d’isomorphisme de [M,(a)/P,(]J,)]s (k) comme une intégrale orbitale.

Fixons ji € I, (F,) dans la classe de o-conjugaison &. Soit (m, p) un objet de
[M,(a)/P,(J,)]e (k). Puisque p est o-conjugué a j: dans P,(])), il existe 4 € P,(])) tel
que jz = h~'po (k). Alors (m, p) est isomorphe & (A~ 'm, ). Par conséquent, la catégo-
rie [M,(a)/P,(J,)]e (k) est équivalente a la sous-catégorie pleine formée des objets de la
forme (m, je). Une fleche (m,jz) — (', ) est un élément 4 € P, (])) (k) tel que hm = m'.
Puisque J/ a des fibres connexes, on a

PoJ )8 =J(F.)/J(O,).

Soit (m, je) comme ci-dessus. Choisissons un représentant g € G(F,) de m. On a
alors g~ 'j:0(g) € G(O,). Comme tous les ¢léments de G(0,) sont o-conjugués a I'élé-
ment neutre, on peut choisir g avec m = gG(0,) tel que

¢ o@=1.

Soient g, ¢’ € G(F,) deux éléments vérifiant ’équation ci-dessus et représentant la méme
classe m € G(Fv)/G(@U). Alors g = gk avec k € G(O,) si bien que 'image de g dans
G(Fv)/G(@v) est bien déterminée par (m, Jg ).

Ainsi la catégorie [M,(a)/P,(J))]e(k) est équivalente a la catégorie Og dont les
objets sont les ¢léments g € G(F,) /G(O,) vérifiant deux équations

() g jeo@=1
(2) ad(@) ™'y € 9(0,)

et dont les fleches g — g; sont les éléments % € J,(F,) /] (O,) tels que g = hg,. Ici, pour
faire agir /2 a gauche, on a utilisé I'isomorphisme canonique J, =1,,,.

Puisque 'image de & dans H'(F,, G) est triviale, il existe g € G(F,) tel que
& Ye0 (g:) = 1. Fixons un tel G et posons

Ve = ad(g)” W

L’équation g Yeo (g) = 1 implique que y: € G(F,). La classe de G(F,)-conjugaison de
¥e ne dépend pas des choix de j; et g mais seulement de la classe £ € H'(F,, 1,,).

En posant ¢’ = g 'g, la catégorie O, peut étre décrite comme suit. Ses objets sont
les éléments ¢’ € G(F,)/G(0O,) vérifiant

ad(¢) ™' (ve) € 8(0,).

Ses fleches ¢ — g| sont les éléments 4 € J,(F,) /] (O,) tels que ¢ = hg|. Ici, pour faire
agir & a gauche, on a utilisé 'isomorphisme canonique J, =1I,, ot I,, est le centralisateur
de Ve
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L’ensemble des classes d’isomorphisme de O; est donc 'ensemble des double-
classes

¢ €L, (F)\G(F,)/G(09,)

telles que ad(g)~'y: € g(0,). Le groupe des automorphismes de g est le groupe
(I, (F,) NgG(O)g ) /1,(0,)

dont le cardinal peut étre exprimé en termes de volumes comme suit

vol(L, (F,) NgG(O,)g ", dt,)
vol(J/(9,), dz,)

On a donc

B vol(J.(O,), dty)
10:=2_ vol(J.(F,) N g G(O,)g ", dty)

la sommation étant étendue sur 'ensemble des double-classes
g €L, (F)\G(F,)/G(O,)

telles que ad(g’)~'y: € g(O,). On obtient donc la formule
2IMy(@)/ Py (J)e () = £ O =vol(J,(O,), dD) O, (14,, db).

En sommant sur le noyau de H'(F, L, — H'(F, G), on obtient la formule

glMo (@) Py(JD1(R) = vol(J,(O,), dt,) O (1g,, dt,)

qu’on voulait. U

On voudra ensuite le méme type d’énoncé pour les schémas en groupes J' n’ayant
pas nécessairement une fibre spéciale connexe et en particulier pour J, lui-méme. Le
comptage direct du nombre de £-points du quotient [M,(a)/P,(J,)] s’avere tres pénible.
Il est plus économique de passer par la comparaison avec le cas connexe. Nous allons
énoncer le résultat seulement dans le cas de J, bien qu’il soit valide en général.

Soit k : H'(k, £,(J.)) — QZX En utilisant ’'homomorphisme

H'(k, P,(J))) — H' (k, P,(J.),

on obtient un caractére de H! (£, P, (]2)) et par conséquent un caractere de H'(F,, J,)
que nous allons noter x également.
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Proposition 8.2.7. — Considérons k un caractére de H'(k, £,(J.)) et notons i :
H'(F,,]J.) = Q) le caractere de H'(F,,],) qui s’en déduit. Alors, le nombre de k-points avec la
Kk -pondération de [M,(a) | P,(J)] peut s’exprimer comme suit

8 (Mo () /Py (JD1R)c = vol(J;(0,), ) O (1, )

o g, est la fonction caractéristique de §(O,) et ou di,, est n’importe quelle mesure de Haar de J,(F,).
De plus, si k : H'(F,,J,) — Q) est un caractére qui ne provient pas d’un caractére de
H'(k, £,(J.)) alors la K -intégrale orbitale O (14,, dt,) est nulle.

Démonstration. — 11 s’agit d’une comparaison entre &,(J,) et le cas connu &, (]2). Il
suffit de démontrer I’égalité

8 [My(0)/ Po(JDIR)e = 8 [Mo () ) Po(TDI R,

dans le premier cas et 'annulation de [M,(a)/P, (]2)](/6),( dans le second cas. La dé-
monstration sera fondée sur le méme principe que 8.1.7 bien que les détails sont plus
compliqués dans le cas présent.

On a une suite exacte

l = m0(Jun) = ;PUGS) - P,(J.) — 1

ou 1y(J,.») est le groupe des composantes connexes de la fibre de J, en v. On en déduit
une suite exacte longue

(8.2.8) 1 = 70(J.0)° — e'Pu(]S)" — P,(J.)°

(8.2.9) = 710(Jun)e = Po(Do = Po(J)o — 1

ou I'exposant o désigne le groupe des o-invariants et I'indice o désigne le groupe des
o -colnvariants.
Considérons le foncteur

72 [(My(J) /Py (DK = [My(J) /Py ()R

Il envoie un objet ¥’ = (m, p') avec m € M, (a) et p’ € P,(J°) tel que p'o (m) = m sur Pobjet
x = (m, p) ou p est 'image de p" dans #,(]J,). Choisissons un ensemble de représentants
{xy | ¥ € W} des classes d’isomorphisme de [M,,(],) /P, (J)1(K).

Puisque I’homomorphisme £,(J%) — £,(J,) est surjectif, cette sous-catégorie de
[M,() /Py (]2)](/{) est équivalente a [Mv(]a)/?v(]g)](k) s1 bien que pour calculer les
nombres [ M,(J,)/P,(] 2)](k)K, il est loisible de se restreindre a cette sous-catégorie.

Pour tout ¢ € W, considérons la sous-catégorie pleine

[Mo(J) /PN,
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de [M,(J.)/P.(JD]1(k) formée des objets de la forme x:// = (mw,p:l,) avec p:p = Dy
Si ¢ # ¢, deux objets ¥, € [M,(J.)/P,(JDIk),, et x, € [MU(]a)/?v(]S)](k)xw, ne
sont pas isomorphes. De plus pour tout x" € [MUG,I)/?UGS)](/{) il existe ¥ € ¥ et
x’w € [M,(J.)/P.JD1(k), , tels que ¥’ et x{ﬁ sont isomorphes. Ainsi, la réunion disjointe
des catégories

|_|tm, 0o /2001,
v

forme une sous-catégorie pleine de [M,(],)/ P, (J 2)](/{) qui lui est équivalente. Par consé-
quent, pour compter les objets de [M,(].)/P,(JN]1(k), on peut compter dans chaque
[(M,(J.) /Py (]2)](/{),% et puis faire la somme sur les ¢ € W.

Fixons un xy, et notons le simplement x = (m, p). La catégorie

[Mo(J) /Py (D1,

n’est pas difficile a décrire. En fixant un objet x; = (m, p;) avec p; — p, on identi-
fie 'ensemble des objets de cette catégorie avec le groupe my(J,,) qui est le noyau de
P,(J% — £,(J.)- Une fleche dans cette catégorie est donnée par un élément du groupe

H, = {h € P,(J) | im=m et o (h)™" € 70(Ju0)}-

La catégorie [M,(],)/P, Gg)]x est équivalente a la catégorie quotient de I’ensemble
70(J..v) par 'action de H, avec H, agissant a travers ’homomorphisme o : H; — 7¢(J,.,)
défini par (k) = hyo (k). L’ensemble des classes d’isomorphisme de cette catégorie
s’identifie avec le conoyau cok(er) de o et le groupe des automorphismes de chaque objet
s’identifie avec le noyau ker(a). Ceci montre en particulier que H; est un groupe fini.
Soit k¥ un caractére de H' (%, J’v(]g)). Ce groupe s’identifie canoniquement a la
partie de torsion de &, (]2)(,. Considérons la restriction de k a 77y(J,, ), et notons aussik le
caractére 1) (J,.,) — Q. quis’en déduit. Ce caractére est certainement trivial sur I'image
de o : H) = m(J,0)s st bien qu’il définit un caractere sur le conoyau « : cok(a) — Qj .

La somme
SO0
= fAut(v)

sur ’ensemble des classes d’isomorphisme de la sous-catégorie pleine [M,(],)/ P, GS)]X
est alors égale a

(2, k)
Z m(d(ﬁﬁ),/{)-

zecok(a)

Sila restriction de k a 7((J,,) est non triviale alors cette somme est nulle ce qui entraine
I’annulation

[Mv(a)/?v(]g)](/f),( == 0
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Supposons maintenant que la restriction de k a my(J,.,) est triviale. Dans ce cas, «
se factorise par H' (£, $,(J,)) et la somme ci-dessus est égale a
ft cok(a)
fker(ar)

(cl(x), k).

Il reste a calculer ff cok(e) / ker(er). La suite exacte
1 = ker() = H, = 7¢(J,.,) = coker(a) = 1
implique I’égalité

teok(@)  £70(J,)
fker(@)  £H,

Soient &, € H; et & son image dans $,(J,). On a alors ko (h)~' =1 de sorte que
he P,(J.)7. Soit stab(m) le sous-groupe des éléments de £,(J,) qui stabilisent m. On a
alors la suite exacte

1 — m9(J.) = Hy = £,(J.)° Nstab(m) — 1

ou #,(J,)? Nstab(m) est exactement le groupe des automorphismes de Aur(x) dans la
catégorie [M,(J,)/P,(J.)]. On a donc I'égalité

ﬁno(]a,v) _ 1
tH,  fAui(x)

qui implique I’égalité
8 [M, (@) /Py (JD1R) e = BIM, (@) /Py (DI R)

qu’on voulait. U

En appliquant les résultats généraux de 8.1 a la situation présente, on obtient une
interprétation cohomologique des intégrales orbitales stables et des «-intégrales orbitales.
Prenons un sous-groupe sans torsion o-stable A de $,(J) comme dans 8.1.9. Ce sous-
groupe existe en vertu de la discussion qui suit 8.1.9 et du résultat de Kazhdan-Lusztig
¢f- 3.4.1. On obtient le corollaire suivant de 8.1.13 et 8.2.5.

Corollaire 8.2.10. — Soit k& un caractere de H'(F,, J,). SoitJZ’O la composante neutre du
modéle de Néron de ] ,. Pour tout A comme ci-dessus, on a légalité

> (=1 (o, H'(IM, () / AD)e) = vol(J2°(0,), dt,)O% (14, dt,).
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Démonstration. — En mettant ensemble 8.1.13 et 8.2.5 on obtient la formule

> (=1 (o, H'(IM, () /AD,)

= (& P (J°) (k)vol(J°(0,), dt,) O  (14,, dt,)

ou jj;]’,? (]2) (k) est le nombre de £-points de la composante neutre de P, (]2) Sij';’o est la
composante neutre du modeéle de Néron, on a un homomorphisme J” — J% qui induit
une suite exacte

1 %JZ’U(@U)/JS(@U) — ,PU(JS) — ?U(Lbl’o) 1

qui permet d’identifier la composante neutre £7(J7) de £,(J;) avec le k-groupe affine
connexe dont les k-points sont J>°(09,)/]°(9,). Puisque J° et J* sont des schémas en

groupes de fibres connexes, on en déduit une suite exacte
1= J0(0,) = J2°(0) = P)(JD (k) — 1
d’ou I’égalité
(& 2D W)ol((O,). di) = vol(J:(0,). di)

pour n’importe quelle mesure de Haar d¢, sur J(F,). Le corollaire s’en déduit. O

8.3. Un cas trés simple. — Soit v un point fermé de X. Notons £, le corps résiduel
de v. Choisissons un point géométrique v au-dessus de v. Notons X, = Spec(0,) la
complétion de X en v et X3 = Spec(F,) ou I, estle corps des fractions de @,. Choisissons
un uniformisant €,. Dans ce paragraphe, nous notons G la restriction de G a X, et G* la
restriction de G a X?.

8.3.1. — Soit a € ¢(0,) dont I'image dans ¢(F,) est réguliére et semi-simple. Soit
dy(a) = deg,(a*®D¢) € N. Nous allons supposer que

dy(a) =2 et ¢,(a)=0.

D’apres la formule de Bezrukavnikov ¢f 3.7.5, la dimension de la fibre de Springer affine
M, (a) est alors égale a un. On va montrer qu’au-dessus de £, cette fibre de Springer
affine est une réunion disjointe des copies de la chaine infinie des droites projectives.

8.3.2. — Soit yy = €(a) € g(F,) la section de Kostant appliquée a a. Son centra-
lisateur T* =1, est un sous-tore maximal de G*. L’hypothese ¢,(a) = 0 implique que T*
est un sous-tore non ramifié¢ c’est-a-dire qu’il s’étend en un sous-tore maximal T de G.
Soit ® I’ensemble des racines de T =T ®g, O3. On a alors la fonction de valuation
radicielle de Goresky, Kottwitz et MacPherson ¢f [28]

7,:®—>N
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définie par 7,(o) = val(@()yp)) ou on a pris la valuation sur F; qui étend la valuation
sur F,. On a alors

dy(a) =Y ra(00).

aed

Il existe donc une unique paire de racines £o telle que 71,(y) =1 et 7, (y) = 0 pour
toute racine o’ ¢ {Fa}.

8.3.3. — Le groupe de Galois Gal(k/k,) agit sur ® en laissant invariante la
fonction 7,(a) de sorte qu’il laisse stable le couple {£a}. Soit Giy le sous-groupe de
G =G ®p, Oy engendré par T et par les sous-groupes radiciels U, et U_,. L’action du

groupe de Galois de Gal(/_f/ ky) sur T laissant stable {£o} permet de descendre G, en
un sous-schéma en groupes réductifs Gy, de Gg,. Le centre Z4, de G, qui s’identifie
au noyau de o : 'T'— G, est aussi défini sur Q. Soit Ay, = T/Z,; c’est un tore de
dimension un sur X,,.

) Proposiion 8.3.4. — On a un homomorphisme canonique J, — I dont I'image au nweau des
O5-pownts est le noyau de Uhomomorphisme composé de la réduction modulo Uidéal maximal 'T'(O5) —

T(k) et de la racine a = 'T' (k) — G, (k).
On en déduit la description suivante de #,(J,).

Corollaire 8.3.5. — On a une suite exacte de groupes abéliens avec Uaction d’endomorphisme de
Frobenius o

1> Ao (k) = P5(J) (k) = X (T) > 1

ou X, (1) est le groupe des cocaractéres du tore T au-dessus de O;.
Démonstration. — On déduit de la suite exacte

1= Ju(05) = T(O5) > Asa(k) — 1
la suite exacte

1= Ase () = Ju(F5) /J(O5) = T(F,)/T(O,) — 1.
On a par ailleurs un isomorphisme

T(F,)/T(0,) =X.(T)

qui se déduit de 'homomorphisme X, (T) — T(Fv) défini par A — eﬁ d’ou le corol-
laire. ]
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Lemme 8.3.6. — Les k-points de la fibre de Springer affine
M (@) (F) = {g € G(F)/G(Op)[ad(9) " (o) € 8(0y))
s’écrivent de_fagon unique sous la forme
g=e Uy(xe; ")
avec . € X,(T) et x € .

_ Démonstration. — Avec la décomposition d’Iwasawa, pour tout élément g €
G(F5)/G(0O5), 1l existe un unique A € X, (T) et un unique z € U(F;)/U(0O3) tels que

g=€u
Comme T commute avec yy, le plongement
Mi(a) = G5 = G(F5)/G(O5)
est Tj-équivariant. I’action de Ty sur M, (a) se factorise par
Ty — T(Fy) = P,(J) = T(F5) /J.(Op).
Elle se factorise donc par le tore de dimension un
T; — Asas-

Si on écrit g € M, (a) (k) sous la forme g = €tu, u sera de la forme u = U,(y) avec
» € F5/05 uniquement déterminé. Un calcul dans SLy ¢f [26, lemme 6.2] montre alors
qu'avec 'hypothése 7.4 (a) = 1, p s'écrit uniquement sous la forme y = xe; " avec x € £ et

inversement les éléments g de la forme g = eﬁUa (ve, ') appartiennent a M;(a) (k). ]

Lemme 8.3.7. — Les points fixes du tore de dimension un Ayyy dans My sont 62‘. Pour
A € X (T) fixé, Apy 5 agit simplement transitivement sur

O, = {€'U,(xe; ") € My (a)(h)|x € k7).

, . . , —aV N . c, N
De plus le bord de Uadhérence de cette orbite est constitué de € et €= od a" est la coracine associée a
la racine o.

Démonstration. — Un calcul direct montre que les 63 sont fixes sous I'action de A, 5
et que Ay, agit simplement transitivement sur O;. Ceci montre que ’ensemble des
points fixes de Ay, ; est exactement {63|)\ € X, (T)}. Quand x — 0, eﬁUa (xev_l) tend
vers €+ de sorte que € appartient a 'adhérence de O;.
3Ua (xe, ) tend vers 63_‘)”. Il revient au
méme de démontrer que U, (xe; ') tend vers € *" quand x — oo. 1l s’agit d’un calcul

Il reste a démontrer que quand x — 00, €
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bien connu dans la grassmannienne affine qui découle de la relation de Steinberg dans
G(F5) ¢f [76, chap. 3, lemme 19]

7wy =U_, () Uy (= HU, ().

Celle-ci vaut pour tout y € Fj, pour toute racine o et pour un représentant w, de la
réflexion s, € W attachée a la racine o qui appartient a G(k). En prenant y = —x" '€,
avec x € £*, on obtient la relation suivante dans G(F;)/G(O5)

U,(xe; ) =€, U_o(—x e ).

v

. _ Y
En faisant tendre x vers 0o, on constate que U, (xe, ") tend vers €% . ]

Proposition 8.3.8. — Soit k € T wn élément de torsion tel que
k() # 1.
Alors, on a la_formule
(Mo (@)/PoJDIR) e =8 Asa k)~ .

Démonstration. — La fibre de Springer affine M, (a) s’obtient comme la restriction
des scalaires 4,/k d’une fibre de Springer affine définie sur £,. Il en est de méme de P, (J,)
et du quotient [M,(a)/P,(J,)]. On peut donc supposer que k, = k.

Notons A = A4, : c’est un tore de dimension un sur k. Considérons le sous-
groupe o-invariant de X, (T) engendré par a" et considérons I'image réciproque de la
suite exacte

l->A— 2,(]J.) = X.(T) =1

par ’homomorphisme Za” — X, (T). C’est un groupe algébrique P défini sur £ muni
d’une suite exacte

] > A—>P—>Za' — 1

et un homomorphisme injectif P — #,(J,) qui induit I'identité sur la composante
neutre A.

Dans la fibre de Springer affine M, (a), on dispose d’un k-point m donné par la sec-
tion de Kostant. D’aprés la description ci-dessus de M, (a) ®; &, la composante connexe
M de M, (a) ®; k est une chaine infinie de droites projectives munie d’une action de P Quk
qui est simplement transitive sur la M™s. Comme cette composante connexe contient le
k-point m, elle est définie sur £. On retrouve M,(J,) a partir de M par I'induction de P a

Py
M, (a) =M A" 2,(]).
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En particulier, on a une équivalence de catégories

[M.(a)/ Py ()] = [M/P].

On se raméne donc a lexercice de comptage de points déja résolu dans I'exemple
8.1.15. 0J

8.4. Comptage dans une fibre de Hitchin anisotrope. — Rappelons le comptage de points
dans une fibre de Hitchin M, avec a € M (k) en suivant le paragraphe 9 de [57]. Dans
loc. cit., nous avons considéré le quotient de M, par &,. Il est en fait plus commode de
considérer un quotient plus général.

8.4.1. — Soit ]|, un X-schéma en groupes lisse commutatif de type fini muni
d’un homomorphisme ]/, — J, qui est un isomorphisme sur un ouvert non vide U de X.
La donnée de ]! est équivalente a la donnée des sous-groupes ouverts compacts J' (9,) C
J.(0,) pour les points v € [ X —U]|. Notons £/ = £ (J) le classifiant des ]/ -torseurs sur X.
On a alors un homomorphisme £, — £, qui induit une action de &/ sur M,. Pour J/
tel que le sous-groupe ouvert compact J/,(0,) soit assez petit, H’(X,]J/) est trivial de
sorte que &/ est représentable par un groupe algébrique localement de type fini sur £.
Pour le comptage, il sera commode de supposer que les fibres de J/ sont toutes connexes.
Considérons la catégorie quotient [M,/P]].

Le comptage est fondé sur la formule de produit ¢f 4.15.1 et [57, théoréme 4.6].

Proposition 8.4.2. — Soit U = a~ ' (c}y) Uimage inverse du liew semi-simple régulier de cry.
On a une équivalence de catégories

(M 21 =[] M0/ P, ()]

veX—-U

compatible @ Uaction de o € Gal(k/k). En particulier, on a une équivalence entre les catégories des
k-points

M/ PR = ] [M(@)/P.O)I).

velX—U|

Soit (£/)° la composante neutre de &/. Puisque a € A™ (k), le groupe des compo-

santes connexes 77(5,) est un groupe fini muni d’une action de I’élément de Frobenius
o € Gal(k/k).

Proposition 8.4.3. — Supposons que les fibres de ]!, sont connexes. Pour tout caractére o -
wmoartant de wo(P,)

K mo(P)e — QF,
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ona

SM/ PR = [] #IM(@/ PG,

ve|X-U|

Démonstration. — Pour tout point fermé v de X dans le complémentaire de 'ouvert
U = a *(¢}}), Thomomorphisme composé

P.(J) = P — mo(P)
se factorise par 1wo(Py(J")). L’homomorphisme « : 7o (P))e — Qz( définit donc un ho-
momorphisme « : 7(P,(J)))e — Q.

Dans 8.4.2, si un point y € [M,/P.](k) correspond a une collection de points y, €
[M,(a)/P,(J)](k) pour v € | X — U], alors on a la formule

(o). )= [] (cow).x).
ve|X-U|
Par conséquent, on a la factorisation
HM/PAB = ] M@/ PR
velX—U|

d’ou la proposition. U
La conjonction de cette proposition avec 8.1.6 implique le corollaire suivant.

Corollaire 8.4.4. — Pour tout caractére k = wy(P,) g — QZ ,ona
D =D (o  H' (MDD =8 (P ) [ # M@/ P
n ve|X—U|

ou H"(M,), est le sous-espace propre de H" (M) ou le groupe 7o (P,) agit a travers le caracteére k .

8.4.5. — Pour exprimer les nombres # [M, (a) /P, (J)1(k), en termes d’intégrales
orbitales locales, faisons les choix suivants :

— en toute place v € | X — UJ, choisissons une trivialisation du fibré inversible
Dlleﬁ
— en toute place v € | X — UJ, choisissons une mesure de Haar d¢, du tore J,(F,).

Ces choix nous permettent :

— d’identifier la restriction de ¢ 4 X, avec un élément a, € ¢(@,) N ¢*(F,),
— d’identifier les schémas en groupes J, et J,, ce qui munit J, (F,) d’'une mesure
de Haar d¢,,
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— d’identifier la fibre de Springer affine M, (a) munie de I’action de #,(J,) avec la
fibre de Springer affine M, (a,) munie de I’action de £,(J,,).

Avec ces choix faits, on peut exprimer les nombres # [M,,(a)/ P, (J,)]1(k), en termes
de k-intégrales orbitales ¢f 8.2.5

FMy(@)/ Po(JD1(R) = vol(J,(O,), dt,)Of (14, dt).

On obtient alors la formule

3 D o H' (M) = (2D R [] volg,(0,). di)O% (14, ds,).

velX-U|

8.5. Stabilisation sur a‘%?{”i — A)bHad. — On est en position de démontrer le théoréme
5 ~ d N' . ~ . N
6.4.2 sur Pouvert Af™ = A% — A Nous nous mettons donc sous les hypothéses
de 6.4.2. En particulier, on dispose d’une immersion fermée

Aﬂll — e)%2].]’11
définie sur £. Comme dans 7.8.2, on a un sous-schéma fermé AP de A,

, . s A ~ g00d .
Démonstration. — D’aprés le théoréme du support 7.8.5, sur Af ", les faisceaux
pervers purs

~ % n ¢ 7ani gy n n+2rS Zani £
K= Q). e Kjy, = HHEOGi0y), (D))

sont le prolongement intermédiaire de leurs restrictions a n’importe quel ouvert non-
. Y 7 good , . 7 good 7

vide U de Ay . Pour démontrer que K" et K}, sont isomorphes sur #Ay;; & £ et sont

. N P . . ~oood . . .

isomorphes aprés semi-simplification sur g, il suffit de le faire sur n’importe quel

o 7 good . ) | :
ouvert dense U de A" On va construire un bon ouvert U comme suit.

Rappelons qu’on a une égalité de diviseurs ¢f 1.10.3
V*@G,D = @H,D + ng’D

sur ¢y p. De plus, on sait que Dy p et RS |, sont des diviseurs réduits de ¢y p étrangers
de sorte que la réunion

G
@H’D + %H,D
est aussi un diviseur réduit.

_ Lemme 8.5.1. — Supposons que deg(D) > 2g. Alors, Uensemble des ay € A (k) tel que
ayr(X) coupe transversalement Oy p + %&D Jforme un ouvert non vide U de Ay.
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Démonstration. — La démonstration est identique a la démonstration de 4.7.1. [J

8.5.2. — Considérons I'image réciproque U de U dans 4. En rapetissant cet ou-

vert si nécessaire, on peut supposer que U C 4%°°, En le rapetissant encore si nécessaire,
on peut supposer que pour tout n € Z, les restrictions

no__yrn| . n _wn
Le=Kilg et Ly, =Ky lu
sont des systemes locaux purs de poids 7 sur U.

8.5.3. — Il suffit en fait de démontrer que pour toute extension finie £ de £, pour
tout &'-point ayy € U(K') d’'image a € A(K'), on a Iégalité des traces

(8.5.4) D (=1 (o, (L) =Y (=1 tr(ow, (L) D)
En effet, on a alors I’égalité

Z(—l)" tr(o},, (L)z) = Z( D" (o), (Liy )

pour tout entier naturel j en considérant ay comme un point a valeurs dans ’extension
de degré j de £'. De plus, comme les valeurs propres de o} dans (L); et (L )z, sont
toutes de valeur absolue q”deg(k /b2

K de k, pour tout &y € U(K) d’lmage a € A et pour tout 7, on a

tr(ow, (L)a) = tr(op, (L )

, ces €égalités impliquent que pour toute extension finie

D’apres le théoreme de Chebotarey, ceci implique que Ly et Ly sont isomorphes apres
la semi-simplification.

8.5.5. — Démontrons maintenant la formule (8.5.4). Pour tout point ay € UK),
on peut calculer directement les deux membres de cette formule et ensuite les comparer.
En remplacant £ par £ et X par X ®; &', on peut supposer que ay est un £-point de U.

8.5.6. — Soit ay; € Ay (k) 'image de a. Soit a I'image de ayy dans 4A(k). D’apres

2.5.1, on a un homomorphisme canonique

Ja _>JH,aH

qui est un isomorphisme au-dessus de 'ouvert U = a~'(c}}). Choisissons un schéma en
groupes J/ lisse commutatif de fibres connexes muni d’'un homomorphisme J, — J, qui
est génériquement un isomorphisme. Soit P le champ classifiant des J -torseurs sur X.
En rapetissant J/ si nécessaire, on peut supposer HO(X,Ja) trivial dans quel cas &P, est
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un groupe algébrique de type fini. On a des homomorphismes naturels &, — £, et
P! — Pu,4 qui induisent une action de P! sur M, et My ,,. On peut calculer les deux
membres dans la formule (8.5.4) en considérant les quotients [M,/P!] et [My, . /P, ]
D’apres 8.4.4, le membre de gauche de (8.5.4) vaut

@)"®) [ #IM@/ PR

velX-U|

alors que le membre de droite vaut

AP0 [T M@/ P ID1H).

velX-U]|

Comme

D) =Y deg(v)r; , (an)

ou rjj ,(ap) est le degré du diviseur aj; R ;, en v, il suffit de démontrer I'énoncé suivant
qui est un cas particulierement simple du lemme fondamental de Langlands-Shelstad
1.11.1. Notons que ce cas particulier du lemme fondamental est essentiellement contenu
dans 'article [48] de Labesse et Langlands sur SL(2) et a été repris d’un point de vue
plus géométrique dans [26] par Goresky, Kottwitz et MacPherson. 0J

Lemme 8.5.7. — Soil &y € An (k). Soit v un point fermé de X au-dessus duquel ay (X,) ne
coupe pas ou coupe transversalement le diviseur Dy.p + Ry 1. On a Légalité

1M, (a)/ P (IDI(B)e = g0 [ My o (a) /2, ()1 ().

De plus, c’est un nombre rationnel non nul.

Démonstration. — Soit ¥ un point géométrique au-dessus de v. Comme ay(X,)
coupe transversalement Dy, + R ), il y a trois possibilités pour les entiers dy ;(an),
d;(a) et rg’v(aH) :

(1) sian(D) ¢ Du,p URY ), alors

di.5(arg) =0, di(@)=0 et g (ag) =0,
(2) siap(D) € Dy,p alors ay(v) ¢ R} |, etona

dy,5(ang) =1, d(a) =1 et ﬁiv(dH) =0,
(3) siag(v) € D‘i(HD alors ay(v) ¢ Dy p eton a

dii.5(arg) = 0, di(a)=2 et 1 (ap)=1.
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8.5.8. — Dans les deux premiers cas, la formule de Bezrukavnikov 3.7.5 montre
que 8y 5(an) = §3(a) = 0 de sorte que les fibres de Springer affines My, (an) et M, (a)
sont toutes les deux de dimension zéro. Il s’ensuit que £,(]J,) agit simplement transiti-
vement sur M, (a) et P,(Ju.q,) agit simplement transitivement sur My ,(an) ¢f 3.7.2.
Choisissons une trivialisation de D’ au-dessus de X, comme dans 8.4.5 pour pouvoir
écrire agréablement les intégrales orbitales. En particulier ay et a définissent des éléments
apgy € cu(G,) et a, € ¢(O,). En conjonction avec 8.2.7, on en déduit la formule

1= [ My (an) /Py Ju.a) 1) = vol(Jy , (O,), d6)SOyy , (1y,, ).

En comparant avec la formule 8.2.5

t (Mo (@) /Py (J)1k) = vol(J,(O,), dt,)SOy, , (1, dt)

on obtient
vol(J/ (0,), dt,)
vol(J% (0, dty)”

En remarquant que M, (a) est muni d’un £-point grace a la section de Kostant, on

# [(My,o(@)/ P (J)1K) =

a aussi

gIMy(a)/ Po(J)1(R)e = 1.
Le méme raisonnement comme ci-dessus implique alors

vol(JL(0,), dt,)

t (Mo ()P ()1 (R)e = vol(J2(@,), dty)”

Il reste & remarquer que dans les deux premiers cas, ’homomorphisme J, — Ju 4, Induit
. . 0 0 . 5. s
un isomorphisme sur les composantes neutres J, — Jij ., €t on obtient I'égalité

My (@)/ Po(JDIE)e = [Muo (@) /Py (J)1()

qu’on voulait.

8.5.9. — Considérons maintenant le troisieme cas ou ay(X,) coupe transversa-
lement %E,D et n’intersecte pas Dy p. On a dans ce cas dy ;(ag) nul de sorte que

Ous(an) =0 et ey (an) =0.

Comme 8y ;(an) = 0, 1a fibre de Springer affine My , (an) est de dimension zéro. D’apres
3.7.2, Py(Ju.4y) agit simplement transitivement sur My, (a) de sorte qu’on a encore

f{Mu,o(an) /Py Jua)1(F) = 1.
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Le méme raisonnement comme ci-dessus montre que

vol(J/ (0,), dt,)

HMuo @/ P00 = om0 )

Notons que comme a;3(X,) n’intersecte pas ¢y, p, Ju,4, €t un tore et en particulier Jy 4, =

0
H,a*

Comme 'invariant ¢;(a) ne dépend que de la fibre générique de J,|x,, on a
¢s(a) = ey 5(an) = 0.

Ceci implique que la fibre de Springer affine Mj;(a) est de dimension

dy(a) —c;(a)
=

On est donc exactement dans la situation de 8.3. En appliquant la formule 8.3.8 tout en
notant que ’hypothése k (a") # 1 est bien vérifiée ici, on obtient la formule

8:(a) = 1.

[MU (a)/ﬂ)v (]a)](k)/c — ﬁAia (kv)qdeg(v)

ou Ay, estle tore de dimension un sur £, défini par

A (F) =J 1.0 (95) /Ja(O5).

En appliquant la formule 8.2.7, on trouve
deg(v)

q
ﬁAia (kv) VOIGQ((DU)9 dtv) .

On peut aussi vérifier la formule

O/ (1l,,.ds,) =

# Aua (k) Vol (J3(0,), dty) = vol(Jyy ,, (O,), dt,)
qui implique

qdcg(v) VOI(J;((DU’ dtv))
VOIGOH,aH ((91))’ dtv)

[Mv(a)/gjv G;)](k)l( =

On obtient donc I’égalité
8 IMo (@) /PR = ¢* V8 [Mu o (0)/ Py ()1 (R)
qu’on voulait.

Ceci termine la démonstration de 8.5.7. O
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8.6. Le lemme fondamental de Langlands-Shelstad. — On est maintenant en mesure de
démontrer le lemme fondamental de Langlands et Shelstad 1.11.1.

Démonstration. — Soient X, = Spec(0,) avec O, = k[[€,]] et X? = Spec(F,) avec
F, = k((€,)). Soit G, un groupe réductif sur X, qui est la forme quasi-déployée de G
donnée par un Out(G)-torseur pg, sur X,. Soit (k, p,,) une donnée endoscopique
elliptique ¢/ 1.8. Soit H, le groupe endoscopique associé. Soit ay € ¢y(0@,) d’image
a€c(@,)Nc*F,).

8.6.1. — Sile centre de G, contient un tore déployé C, C est aussi contenu dans
le centre de H,. En remplacant G, par G,/C et H, par H,/C, la k-intégrale orbitale et
I'intégrale orbitale stable envisagées ne changent pas de sorte qu’on peut supposer que le
centre de G, ne contient pas de tore déployé.

Si le centre de H, contient un tore déployé C, C est naturellement inclus dans le
tore I, ou ¥y = €(a). Le centralisateur M,, de C dans G, est un sous-groupe de Levi de
G,. Par la formule de descente, on peut remplacer la x-intégrale orbitale dans G, par
une k-intégrale orbitale dans M,. Le centre de M, contient maintenant un tore déployé
et on se ramene a la situation discutée ci-dessus. Apres un nombre fini de ces réductions,
on peut supposer que les centres de G, et H, ne contiennent pas de tores déployés.

8.6.2. — Soit My ,(an) et M,(a) les fibres de Springer affines associées. D’apres
3.5, 1l existe un entier naturel N tel que pour toute extension finie £ de %, pour tout
ay € cu(O9, ®; &) tel que

ay = ay mod 651

alors

— aj; aune image @' € ¢(Q, k)N (F, @ K);

— les fibres de Springer affines My ,(ar) ®; £ et My ,(a};) munies de 'action de
Po(Jt.ay) Qi k' et P, GH’ah) respectivement, sont isomorphes ;

— les fibres de Springer affines M, (a) ®; k' et M,(a") munies de 'action de P,(J,)
et $,(J») respectivement, sont isomorphes.

Notons §yy(a) la dimension de la fibre de Springer affine My, (an).

8.6.3. — Il existe une courbe projective lisse géométriquement connexe X sur k&
muni des données suivantes :

— deux £-points distincts notés v et 00,

— un isomorphisme entre la complétion de X en v avec le schéma X, ci-dessus,

— un my(k)-torseur o, sur X muni d’une trivialisation o, au-dessus de 00 et d’un
1somorphisme «,, avec p,, au-dessus de X,.
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Soient G et H les X-schémas en groupes associés comme dans 1.8. Avec la donnée de oy,
les restrictions de G et H a X, sont canoniquement isomorphes a G, et H,. Les centres
de G, et H, ne contenant pas de tores déployés, il en est de méme de G et H. Avec la
donnée de oy, on a un homomorphisme

pr (X, 00) = 11 (X, 00) x Gal(k/k) — (k)

trivial sur le facteur Gal(k/k). Par conséquent, le sous-groupe 7 (X, 00) ala méme image
dans (k) que (X, 00). Il s’ensuit que sur X, les centres de G et H ne contiennent pas
de tores déployés.

8.6.4. — On choisit maintenant un fibré inversible D sur X vérifiant les hypo-
theses suivantes

il existe un fibré inversible D’ sur X avec D = D'®?,

— une section globale de D’ non nulle en v,

— deg(D) > "N 4 2g ou 7 est le rang de G et g est le genre de X,
— Su(an) est plus petit que Pentier (Slbf‘d (D) défini dans 7.8.2.

D’apres 5.7.2, entier 82 tend vers oo lorsque deg(D) — oo de sorte que pour deg(D)
assez grand la derniére hypothése est réalisée.

8.6.5. — Considérons les fibrations de Hitchin associées a la courbe X, au fibré
inversible D et aux groupes G et H respectivement

FiM—> A et fir: My— A

L’hypothése que le centre de G et de H ne contient pas de tores déployés sur X et I’hy-
pothése deg(D) > 2¢ assurent que les ouverts anisotropes A*™ et #A{j" ne sont pas vides.

8.6.6. — Avec 'hypothése deg(D) > 7N + 2g, l'application de restriction des
sections globales a Spec(0,/ 611)\1 )

H(X, cup) = cu(O,/€))

est une application linéaire surjective. Soit Z le sous-espace affine de H*(X, ¢y p) des
¢léments ayant la méme image dans ¢y (O, / 611)\1) que ay. C’est un sous-schéma fermé de
codimension 7N de Aj. Par le méme raisonnement que dans 4.7.1, on peut montrer que
Iouvert Z' de Z constitué des points ay; € Z/ (k) tels que la courbe aﬁ(}_( — {v}) coupe le
diviseur Dy p + %E’ID transversalement, est un ouvert non vide. Comme le complément
de Af" dans sy est un fermé de codimension plus grande ou égale a deg(D) ¢f. 6.3.5,
7! N A # (. En remplacant Z' par Z' N A", on peut supposer que Z' C A" Pour
tout ay; € 7' (k), invariant 8;(¢') = 8y (ay) de sorte quonaZ C A‘ﬁmd ou on dispose du
théoréme de stabilisation ¢f 8.5.
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Soit Z' 'image réciproque de Z’ dans o‘i%}md. Comme Z’ est un schéma de dimen-
sion positive, il existe un entier m tel que pour toute extension £'/k de degré plus grand ou
égal a m, 'ensemble 7/ (F) # . Soit a;; € Z/(K') au-dessus de aj; € Z(k'). Soient @' 'image
de @, dans 4 et & I'image de a}, dans .

8.6.7. — La conjonction de la portion du théoréme de stabilisation 6.4.2 démon-
trée sur I'ouvert Aj *! et de la formule 8.4.4 nous fournit Iégalité

8 (P (K) l—[ # (M, (agy) / Por J DK )

vVe|(X=U)@ik'|

=g WDy (PR [ #IMe )/ P TDIK)

V' E|(X=U)®H|

avec le choix d’un schéma en groupes J/, lisse commutatif de fibre connexe muni d’un
homomorphisme

J;/ _>Ja/ _>JH,a’H

comme dans 8.4.1. Il sera commode de choisir J/, = ]9 au-dessus de X,.

8.6.8. — Puisque 7, € U(K), on peut appliquer 8.5.7 a toutes les places v’ # v.
En retranchant les égalités en ces places, on trouve une égalité en la place v du départ

[ Myg, (@) / Py (DK ) = ¢ WD M, (0l /Py T TE).

Comme on sait que la fibre de Springer affine M,(a) ®; £ munie de Iaction de
P,(J.) ® k" est isomorphe a M, (a") munie de 'action de P, (J,) et la méme chose pour
le groupe H, on en déduit Iégalité

1 [ Miro () / P ODIE ) = gD (M (ar) /P, IDIK)

pour toute extension £ de £ de degré plus grand que m. En appliquant 8.1.14, on obtient
Iégalité

1 Mo () /Py UD1B) = g8 LM, () /Py (JDIE).
En appliquant la formule 8.2.5, on obtient maintenant I’égalité

O¢(lg,. dt,) = ¢80, (1, dt,)
qu’on voulait.

Ceci termine la démonstration de la conjecture de Langlands-Sheldstad 1.11.1.
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8.7. Stabilisation géométrique sur A™. — En renversant de nouveau le processus
local-global, on peut maintenant compléter la démonstration de 6.4.2.

Démonstration. — Gardons les notations de 8.5. Comme dans 8.5, il suffit de démon-
trer I’égalité des traces 8.5.4

(8.7.1) Y (=D o, D) =Y (=D'"tr(ow, (L )

pour tout ay € A (k) d’image a € A (k). D’apres 8.4.4, le membre de gauche de 8.5.4

vaut

@'k J] #IM@)/P(DIR).

ve|X—U|

alors que le membre de droite vaut

i@ T 8 Mio@/PDI).

velX-U]
En combinant 1.11.1, 8.2.5, on a I’égalité
[ M (@) ] Py (UDNR) = g0 P [ Mg, (@) P, (T 1)
d’ou 8.7.1. O

8.8. Comjecture de Waldspurger. — Soient maintenant G, et Gy deux X-schémas en
groupes appari¢s au sens de 1.12.5. Supposons que les centres de G, et Gy ne contiennent
pas de tores déployés au-dessus de X = X ®y £.

8.8.1. — Soient f; : M| — A, et fo : My — Ay les fibrations de Hitchin associées.
Comme dans 4.18, on a

rA:rAlchQ.

Soient &, et Py les A-champs de Picard associés a G| et Go. D’apres 4.18.1, 1l existe un
homomorphisme &, — & qui induit une isogénie entre leurs composantes neutres.

Théoreme 8.8.2. — 1l existe un isomorphisme entre les simplifications des faisceaux pervers
gradués sur A™

K, = @ pHn(ﬁ}:in)st et Ky= @ 'H" Q?ZiQZ)st-

Iei Pindice st signifie la composante isotypique correspondant a Uaction triviale de P;.
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La démonstration de ce théoreme suit essentiellement les mémes étapes que celle
de 6.4.2. En particulier, on démontrera en cours de route le lemme fondamental non
standard conjecturé par Waldspurger 1.12.7. Ici, on n’a pas besoin de passer au revéte-
ment étale A

8.8.3. — On démontre d’abord qu’il existe un tel isomorphisme au-dessus de
Pouvert A. Au-dessus de cet ouvert, les morphismes £ et f; sont propres et lisses de sorte
que les restrictions de K; et Ky a A sont des systémes locaux gradués. Pour démontrer
qu’ll existe un isomorphisme entre leurs simplifications, il suffit d’apres le théoreme de
Chebotarev de démontrer I’égalité des traces

(8.8.4) tr(oy, Kl,a) = tr(oy, Kg’a)

pour toute extension finie £ de k et pour tout point a € A®(£). En remplagant X par
X ®; k', on peut supposer que £ = £'.

8.8.5. — Soit a € A% (k). D’apreés 4.7.7, on sait :

— P, agit simplement transitivement sur M, ,
— PO

1,a

est isogéne a une variété abélienne PY .
D’apres la formule des points fixes 8.1.6 et 8.1.7, on a
(o, Ki) = 2P (k).

Puisque P{ et P sont des variétés abéliennes isogénes sur £, ils ont le méme nombre de
k-points d’ou I'égalité des traces 8.8.4. Il existe donc un isomorphisme entre les simplifi-
cations des restrictions de K, et Ky & A%,

8.8.6. — D’apres le théoréme du support 7.8.3, il existe un isomorphisme entre
les semi-simplifications des restrictions de K; et Ky a

good __ 4ani bad
AT = AT — AT

8.8.7. — En procédant comme dans 8.6, on en déduit le lemme fondamental
non standard conjecturé par Waldspurger 1.12.7.

8.8.8. — En renversant de nouveau le processus local-global comme dans 8.7,
on en déduit égalité des traces 8.8.4 pour tout a € A™ (K') pour toute extension finie £
de £. On en déduit le théoréme 8.8.2.

8.8.9. — Sion admet la conjecture 7.8.1, le théoreme 7.2.1 implique que la partie
stable des faisceaux pervers de cohomologie de la fibration de Hitchin est le prolongement
intermédiaire de sa restriction a Pouvert 4% ou elle consiste en des systémes locaux.
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