
단답형 2022년 일반수학2 중간시험 10월 17일(월) 18:00-19:40

1번 - 8번은 단답형 문제(각 5점)입니다. 답을 별도의 답안지의 해당 문제 빈칸에 쓰십시오.

1번. 곡선 C(t) = (t, t2, 1) (0 ≤ t ≤ 1)와 함수 f(x, y, z) = xz에 대하여 선적분

∫
C
f ds의

값을 구하시오.

2번. xy평면에서 (0, 0), (2, 0), (0, 1)을 꼭짓점으로 가지는 삼각형 영역의 경계 C를 따르는

선적분

∫
C
3xy(x+ 2y) ds의 값을 구하시오.

3번. xy평면에서 극좌표 방정식으로 r = 1+cos θ (0 ≤ θ ≤ 2π)로 주어진 곡선 C의 길이를

구하시오.

4번. 벡터함수 x(s, t) = (2s + t, 4s + 3t)와 점 P (2,−1)에 대하여 x(P ) = (α, β)라 쓰자.

C1 함수 f(x, y)에 대하여 ∇f(α, β) = (β, α2)일 때, 편미분계수 (f ◦ x)s (P )의 값을

구하시오.

5번. 점
(
π,

π

2

)
에서 f(x, y) =

x2

2
−y cosx+2 sin y가가장빨리증가하는방향의단위벡터를

u라 할 때, 방향미분계수 Duf
(
π,

π

2

)
의 값을 구하시오.

6번. R2에서 정의된 함수 f(x, y) =
1

2
x2(y3 + y) + y2 − 2y의 임계점 중에서 안장점을 모두

구하시오. (안장점이 없으면 답란에 ‘없음’이라 쓰시오.)

7번. xy 평면의 영역 D는 포물선 y = x2 − 4와 반원 y =
√
4− x2 (|x| ≤ 2)으로 둘러싸인

유계 영역이다. 이 때 이중적분

∫∫
D
(x+ 1) dA의 값을 구하시오.

8번. 다음 반복적분의 값을 구하시오.∫ 4√π

0

∫ √
π

x2

x sin(y2) dydx
(

4
√
π = π1/4

)
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9번 - 14번은 서술형 문제입니다. 풀이와 답을 별도의 답안지의 해당 문제 빈칸에 쓰십시오.

9번. (8점) 곡면 ez = xy(z − 1)의 점 (1, −1, 0) 근방에서 z가 x, y의 C2 실함수 z = z(x, y)

로 표현된다고 한다. 이 때 zxx(1, −1)의 값을 구하시오.

10번. (10점) 곡면 S : x2 + y2 + z2 − xy− yz = 3과 평면 Π : x+ y+ z = 1의 교선의 어떤 점

(a, b, c)에서 곡면 S에 접하는 평면이 Π와 수직이라 한다.

(a) 점 (a, b, c)를 모두 구하시오.

(b) (a)에서 구한 점에서 S에 접하는 평면의 방정식을 각각 구하시오.

11번. (10점) 다음 함수 f에 대해 아래의 물음에 답하시오.

f(x, y) = ex sin y + y (x ∈ R, 0 < y < 2π)

(a) 정의역 R× (0, 2π)에서 f의 임계점을 구하시오.

(b) (a)에서 구한 임계점 p에서 단위벡터 u = (u1, u2) 방향 이계미분계수 D2
uf(p)(

=
d2

dt2

∣∣∣
0
f(p + tu)

)
를 u1, u2의 식으로 나타내고, D2

uf(p)의 최댓값과 최솟값을

각각 구하시오. (필요하면 u1, u2를 극좌표로 나타내시오.)

12번. (10점) 실수 x, y, z가 2x − 3y − 4z = 49를 만족할 때, 라그랑주 승수법을 이용하여

f(x, y, z) = 2x2 + y2 + 3z2의 최솟값을 구하시오.

13번. (10점) xy평면의 영역 D1은 (0, 1), (1, 1), (0, 2)를 꼭짓점으로 하는 삼각형 영역이고,

D2 = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, x2 ≤ y ≤ 1}이다. 이 때 다음 이중적분의 값을 구하시오.∫∫
D1∪D2

(x+ 2y) dA

14번. (12점) 실수 x, y가
x2

4
+

y2

3
≤ 1을 만족할 때 f(x, y) = 2x2 + xy + 2y2의 최댓값과

최솟값을 각각 구하시오.
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단답형 문제 답

1번.
1

12

(
5
√
5− 1

)
2번. 2

√
5

3번. 8

4번. 46

5번.
√

1 + π2

6번. (2, 0), (−2, 0)

7번. 2π +
32

3

8번.
1

2

단답형 문제 풀이

1번. C ′(t) = (1, 2t, 0)이므로 ∥C ′(t)∥ =
√
1 + 4t2이다. 따라서∫

C
f ds =

∫ 1

0
f(C(t))∥C ′(t)∥dt =

∫ 1

0
t
√

1 + 4t2 dt =

[
1

12
(1 + 4t2)3/2

]1
0

=
5
√
5− 1

12

이다. �

2번. C1(t) = (t, 0) (0 ≤ t ≤ 2), C2(t) = (2 − 2t, t) (0 ≤ t ≤ 1), C3(t) = (0, t) (0 ≤ t ≤ 1)

이라 두면 C = C1 + C2 + (−C3)이다. C1과 −C3에서 피적분함수가 0이고, C2에서

ds = ∥C ′
2(t)∥dt =

√
5 dt이므로,∫

C
3xy(x+ 2y)ds =

∫
C1

3xy(x+ 2y)ds+

∫
C2

3xy(x+ 2y)ds+

∫
−C3

3xy(x+ 2y)ds

=

∫
C2

3xy(x+ 2y)ds = 12
√
5

∫ 1

0
(t− t2)dt = 2

√
5

이다. �

3번. 삼각함수의 덧셈정리와 대칭성에 의해∫ 2π

0

√
(1 + cos θ)2 + (− sin θ)2 dθ =

∫ 2π

0

√
2 + 2 cos θ dθ

= 2

∫ 2π

0

∣∣∣ cos θ
2

∣∣∣ dθ = 4

∫ π

0
cos

θ

2
dθ = 8

이다. �
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4번. x(P ) = (3, 5)이므로 ∇f(3, 5) = (5, 9)이다. 연쇄법칙에 의해

(f ◦ x)s (s, t) =
∂

∂s

[
f(2s+ t, 4s+ 3t)

]
= ∇f(2s+ t, 4s+ 3t) · (2, 4)

이므로, (f ◦ x)s(P ) = ∇f(3, 5) · (2, 4) = (5, 9) · (2, 4) = 46이다. �

5번. ∇f(x, y) = (x+ y sinx, − cosx+ 2 cos y)이므로 ∇f(π, π/2) = (π, 1)이다. 점 (π, π/2)

에서 f는 ∇f(π, π/2) 방향으로 가장 빨리 증가하므로 u =
∇f(π, π/2)

∥∇f(π, π/2)∥
이고,

Duf(π, π/2) = ∇f(π, π/2) · u = ∥∇f(π, π/2)∥ =
√
1 + π2

이다. �

6번. ∇f(x, y) =
(
xy(y2 + 1),

1

2
x2(3y2 + 1) + 2y − 2

)
이므로, 점 (x, y)가 f의 임계점이면

다음 연립방정식을 만족한다.

xy(y2 + 1) = 0, x2(3y2 + 1) + 4y − 4 = 0.

첫 번째 방정식에서 x = 0이거나 y = 0이다.

(i) x = 0이면 두 번째 방정식에서 y = 1이다.

(ii) y = 0이면 두 번째 방정식에서 x = ±2이다.

따라서 임계점은 (±2, 0), (0, 1)이다. Hf (x, y) =

 y(y2 + 1) x(3y2 + 1)

x(3y2 + 1) 3x2y + 2

이므로,

Hf (±2, 0) =

 0 ±2

±2 2

 , Hf (0, 1) =

2 0

0 2


이다. detHf (±2, 0) = −4 < 0이므로 (±2, 0)은 안장점이고, detHf (0, 1) = 4 > 0이고

2 > 0이므로 (0, 1)은 극소점이다. �

7번. 두 곡선의 교점은 (−2, 0)과 (2, 0)이고, 영역 D = {(x, y) ∈ R2 | −2 ≤ x ≤ 2, x2 − 4 ≤

y ≤
√
4− x2 }는 y축에 대해 대칭이다. 따라서 푸비니 정리에 의해∫∫
D
(x+ 1) dA =

∫∫
D

dA =

∫ 2

−2

∫ √
4−x2

x2−4
dy dx =

∫ 2

−2

(√
4− x2 − (x2 − 4)

)
dx

이다.

∫ 2

−2

√
4− x2 dx = 2π이고 (∵ 반지름이 2인 반원판의 넓이)∫ 2

−2
(4− x2) dx =

32

3
이므로, 답은 2π +

32

3
이다. �
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8번. 영역 D : 0 ≤ x ≤ 4
√
π, x2 ≤ y ≤

√
π에 대해∫ 4√π

0

∫ √
π

x2

x sin(y2)dydx =

∫∫
D
x sin(y2) dA

이다. 적분영역을 D : 0 ≤ y ≤
√
π, 0 ≤ x ≤ √

y로 나타낼 수 있으므로∫ 4√π

0

∫ √
π

x2

x sin(y2)dydx =

∫ √
π

0

(∫ √
y

0
x sin(y2)dx

)
dy

=

∫ √
π

0

y

2
sin(y2)dy =

[
− 1

4
cos(y2)

]√π

0
=

1

2

이다. �

서술형 문제 풀이

9번. z(x, y)는 ez(x,y) − xy(z(x, y)− 1) = 0을 만족한다. 이 등식의 양변을 x로 편미분하면

ez(x,y)zx(x, y)− y(z(x, y)− 1)− xyzx(x, y) = 0 (1)

이다. 여기에 z(1,−1) = 0을 이용하면 zx(1,−1) =
1

2
이다.

등식 (1)의 양변을 x로 편미분하면

ez(x,y)(zx(x, y))
2 + ez(x,y)zxx(x, y)− 2yzx(x, y)− xyzxx(x, y) = 0

이다. 여기에 z(1,−1) = 0과 zx(1,−1) =
1

2
을 이용하면 zxx(1,−1) = −5

8
이다. �

10번. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − xy − yz라 두자.

(a) 곡면 S와 평면 Π : x+ y + z = 1의 교선의 점 (a, b, c)에서

∇f(a, b, c) = (2a− b, 2b− a− c, 2c− b)

는 S에 접하는 평면의 법선벡터이다. 이 접평면이 Π와 수직이므로

0 = ∇f(a, b, c) · (1, 1, 1) = a+ c

이다. 따라서 c = −a이다. 한편, 점 (a, b, c)는 연립방정식

a2 + b2 + c2 − ab− bc = 3, a+ b+ c = 1

을만족한다. 두번째방정식으로부터 b = 1이고,이를첫번째방정식에대입하면

a2 = 1이다. 그러므로 (a, b, c) = (±1, 1,∓1)이다. �
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(b) 두 점으로부터 접평면의 방정식

∇f(1, 1,−1) · (x− 1, y − 1, z + 1) = 0, ∇f(−1, 1, 1) · (x+ 1, y − 1, z − 1) = 0

을 각각 얻는다. 이를 정리하면

x+ 2y − 3z = 6, − 3x+ 2y + z = 6

이다. �

11번. (a) ∇f(x, y) = (ex sin y, ex cos y + 1)이므로, 임계점 (x, y)는 연립방정식

ex sin y = 0, ex cos y = −1 (x ∈ R, 0 < y < 2π)

를 만족한다. 첫 번째 방정식으로부터 y = π이고, 이를 두 번째 방정식에 대입하

여 x = 0을 얻는다. 그러므로 임계점은 (0, π)이다.

(b) Hf (x, y) =

ex sin y ex cos y

ex cos y −ex sin y

이므로 Hf (0, π) =

 0 −1

−1 0

이고, 따라서

D2
uf(0, π) =

(
u1 u2

) 0 −1

−1 0

u1

u2

 = −2u1u2

이다. u1 = cos θ, u2 = sin θ로 치환하면 D2
uf(0, π) = − sin(2θ)이다 (0 ≤ θ ≤ 2π).

따라서 D2
uf(0, π)의 최댓값은 1이고, 최솟값은 −1이다. �

[별해] ϕ(t) = f(p+ tu) = f(tu1, π + tu2) = etu1 sin(π + tu2) + π + tu2라 두고

D2
uf(0, π) = ϕ′′(0)를 이용해도 좋다. ////

12번. g(x, y, z) = 2x− 3y− 4z라 두고, 평면 g(x, y, z) = 49에 제한된 함수 f가 이 평면의 점

(x, y, z)에서 최솟값을 가진다고 하자.

∇f(x, y, z) = (4x, 2y, 6z), ∇g(x, y, z) = (2,−3,−4) ̸= (0, 0, 0)

이므로, 어떤 상수 λ ∈ R가 존재하여

∇f(x, y, z) = λ∇g(x, y, z), 즉, (4x, 2y, 6z) = λ(2,−3,−4)

이다. 이로부터 x =
λ

2
, y = −3λ

2
, z = −2λ

3
이다.

49 = g(x, y, z) = 2x− 3y − 4z =
49λ

6

이므로 λ = 6이고, (x, y, z) = (3,−9,−4)이다. 답은 f(3,−9,−4) = 147이다. �
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13번. D1 ∪D2 = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ 2− x}이므로, 푸비니 정리에 의해∫∫
D1∪D2

(x+ 2y)dA =

∫ 1

0

(∫ 2−x

x2

(x+ 2y)dy

)
dx

=

∫ 1

0

[
xy + y2

]y=2−x

y=x2
dx

=

∫ 1

0
(4− 2x− x3 − x4)dx =

51

20

이다. �

14번. (i) ∇f(x, y) = (4x+ y, x+ 4y)이므로, f의 임계점 (x, y)는 연립방정식

4x+ y = 0, x+ 4y = 0

을 만족한다. 이로부터 (x, y) = (0, 0)이고, f(0, 0) = 0이다.

(ii) 정의역의 경계
x2

4
+

y2

3
= 1을

x = 2 cos t, y =
√
3 sin t (0 ≤ t ≤ 2π)

로 매개화하면

f(2 cos t,
√
3 sin t) = 8 cos2 t+ 2

√
3 cos t sin t+ 6 sin2 t

= 4 + 4 cos(2t) +
√
3 sin(2t) + 3− 3 cos(2t)

= cos(2t) +
√
3 sin(2t) + 7

= 2 sin
(
2t+

π

6

)
+ 7

(
= 2 cos

(
2t+

π

3

)
+ 7
)

이다.
π

6
≤ 2t+

π

6
≤ 4π+

π

6
이므로,정의역의경계에서 f의최댓값은 9이고,최솟값은

5이다.

(iii) (i)과 (ii)로부터 f의 최댓값은 9이고, 최솟값은 0이다. �

[참고] ((ii)의 별해) 편의를 위해

g(x, y) =
x2

4
+

y2

3

이라 두자. 함수 f가 타원 g(x, y) = 1의 점 (x, y)에서 극값을 가지면 어떤 상수 λ ∈ R

가 존재하여

(4x+ y, x+ 4y) = ∇f(x, y) = λ∇g(x, y) = λ
(x
2
,
2y

3

)
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이다 (∵ ∇g(x, y) ̸= (0, 0)). 따라서 (x, y)는 연립방정식(
4− λ

2

)
x+ y = 0, · · · (1)

x+
(
4− 2λ

3

)
y = 0, · · · (2)

x2

4
+

y2

3
= 1 · · · (3)

을 만족한다. 등식 (1)에 의해 y =
(λ
2
− 4
)
x이고, 이를 등식 (2)에 대입하면

0 = x

(
1 +

(
4− 2λ

3

)(λ
2
− 4
))

= −x

3
(λ− 5)(λ− 9)

이다. x = 0이면 (1)에의해 y = x = 0인데,이는 (3)을만족하지않는다.따라서 x ̸= 0

이다.

λ = 5이면 (1)에 의해 y = −3x

2
이므로, (3)에 의해 x2 = 1이다. 이 경우에 (x, y) =(

± 1,∓3

2

)
이고, f

(
±1,∓3

2

)
= 5이다.

λ = 9이면 (1)에 의해 y =
x

2
이므로, (3)에 의해 x2 = 3이다. 이 경우에 (x, y) =(

±
√
3,±

√
3

2

)
이고, f

(
±
√
3,±

√
3

2

)
= 9이다. ////
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